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HISTORIA MATEMATICKEJ ANALYZY AKO
MOTIVA CNY PRVOK PRI VYU CBE TOHTO PREDMETU *

Peter VANKUS
Abstrakt

V predkladanom¢lanku opisujeme pouZivanie histérie matematiky ahoitela, ktory ma
potencial ovplyvni pozitivne vydovanie matematiky. ¥lanku sa venujeme vyskumom tykajucim
sa vplyvov pouZivania histérie vo wavani a nasledne analyzujeme historicky problémndire radu
a jeho aplikacie vo vytovani matematickej analyzy, konkrétiiasti tykajlicej sa nekoteych radov.
Cielom ¢lanku je potom prezentovatakéto moZznosti integracie histérie matematiky \daicovania
matematickej analyzy na FMFI UK Bratislava so z&mnerskvalitnt’ pripravu Studentov na &éniach

z daného predmetu.
UvoD

Pri vywovani abstraktnych odvetvi matematiky sa dujaci ¢asto stretava
s nezaujmom Studentov, spojenym so skuda’ou, Ze v chapani Studentov su tieto
znalosti "odtrhnuté od reality” a vzdialené bezngrablémom praxe. Takyto nezaujem
a nedostatok motivacie sa potom prejavuje vtom,lete vémi malo Studentov je
ochotnych Studovadané odvetvia matematiky hlbSie, nez si to vyzadujtny Standard
vedomosti potrebnych pre zvladnutie skuSok. To Ked&, ak si uvedomime, aké
bohatstvo myslienok a napadov v sebe matematikavaka kd’ko podnetov pre rozvoj
logického, strategického a matematického mysleogkytuje. Preto sa v predkladanom
¢lanku snazime prezentavanoznos pouzitia histérie matematiky ako elementu, ktory
by mohol Ziakom predstavimatematiku ako ziva vedu, pIna skvelych osobnast,
i problémov, ktorych rieSenie si vyzadovald’ag€asu a Usilia dasto bolo sprevadzané
staraia trvajacimi polemikami. Studenti tak maju moztiogidiet za abstraktnymi
vedomosgami 'udi, ktori ich na zaklade sily svojho myslenia @kedy i metdodou pokusu
a omylu vytvarali a tym si dané vedomosti "prikilizi

GRANDIHO RAD

Ako konkrétny priklad mozZného pouZitia historie wyucovani uvedieme
nasledovny matematicky problém, tykajaci sa Gramdiadu. Jedna sa o Ulohu, ktoru
méZeme zaradi do vywovania nekongnych radov vramci matematickej analyzy.
Pévodny problém predostrel talianskyiak, filozof a matematik Luigi Guido Grandi
(1671 — 1742) v roku 1703 (A. G. Konfoiiwyznamné matematické dlohy, Praha, SPN 1989, 156
http://en.wikipedia.org/wiki/History _of Grandi%2gsries):

“Clanok bol podporeny z Grantu UK Bratislava UK/39W8: "Histéria matematickej analyzy ako

motivainy prvok pri vyibe tohto predmetu”
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Nechl-1+1-1+..+(-1)™+..=S, potom S= (1-1) + (1-1) +...=0+0+...=0,
ale zarove S=1+(-1+1)+(-1+1)+...=1+0+0+...=1. Teda dostali sme, z&=0.
Tento vysledok Grandi interpretoval ako mozhstyorenia sveta z ¢oho.

V skutaznosti Grandi ale, podobne akol'senatematikou na 2etku 17. stordia,

veril, Ze vysledok tejto sumy%e.

Pre dany vysledok existovali viaceré argumenty:
i

1% =1-x+X-x’+..= Y (-x) . (Dany rozvoj je mozné dostaak, ze dany zlomok
X i=0
upravime deleninkitate’a menovatbom metédou delenia polynému polyndmom.)
Ak potom zax dosadimel, dostaneme precetsu Grandiho postupnosti:
1—1+1—1+...:l.

2

Rovnaky vysledok dostaneme nasledovnym postupom:
S=1-1+1-1+..+(-1)™+..., potom S-1=-1+1-1+1+..+(-1)"+..=-S, teda

S-1=-S=2S=1=S= % (Ako predpoklad tu figuruje, ze S existuje.)

Grandi sa pokuasil uvedeny & demonsStroua nasledovnym prikladom
(G. Grandi, Infinitis infinitorum, et infinite paorum ordinibus disquisitio
geometrica, 1710):

Dvaja bratia zdedili od otca diamant. Otec im he ahkazal preda preto sa
dohodli, Ze kazdy brat ho bude rok vlastainasledne ho na rok preda druhému bratovi.
Ak tato dohoda trva wmog’, kazdy z bratov vlastni vlastne polovicu drahokaajike!
tento je nekon@e krat predany druhému bratovi.

Uvedeny problém vyvolal barlivi polemiku vyznamnychatematikou danej
doby. Z&astnili sa jej napr. Leibniz, Jacob Bernoulli, Lagge, Euler, Frobenius...

Vyznamny nemecky matematik Gottfried Wilhelm Leibr{it646 — 1716) bol
do diskusie tykajucej sa Grandiho postupnosti viidf filozofom Christianom Wolffom,
ktory ho Ziadal o vyjadrenie jeho nazoru na darbf#m v roku 1711.

V skutanosti Leibniz uz v roku 1674 vo svojom diele Deahgulo Harmonico

spomenul Grandiho postupmos nasledujucom priklade: t 1 1 , teda potom
1+1 1 1+1

plati, Zei =1-1+1-1+...
1+1

V liste, ktory bol odpové&ou Wolffovi a bol vydany knizne v Acta Eruditorum,
Leibniz rozobral uvedeny problém z viacerych str&kutanod’, Ze uvedend suma

. .1 . - . s A . ,
je rovnaz povazoval Leibniz za pravdivu, ako dastgici dokaz povazoval nasledovnu

Grandiho geometricku interpretaciu:
Vezmime kruznicu ana neJubovdny priemer dany Us&ou OM. Pre

Tubovd’ny d'alSi bod kruzniceA zostrojime sénicu OA. Bod N nasledne dostaneme
ako priesénik tejto sénice s dotynicou ku danej kruznici v bodeM . Néasledne
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zostrojime rovnobezku ®M cez bodN a rovnobezku svIN prechadzajucu cez boé,
pries&nikom tychto rovnobeziek nech je b&l. Pri posuvani bodwd po kruznici opiSe
bod P krivku, ktora sa nazyva po anglicky "witch of Agifes

M L]
: -

—— —

Obrazok 1 Krivka nazyvana po anglicky "witch of Asgii, zdroj:
http://en.wikipedia.org/wiki/Witch_of Agnesi

Pévod anglického mena uvedenej krivky je kuriéziyskutainosti sa jedna o krivku, ktora
Studovali véasovej naslednosti napr. Pierre de Fermat, Guidmdbra talianska filozofka a matentia
Maria Gaetana Agnesi. Taliansky nazov uvedenejkigriwersiera” navrhla prave posledne menovana
na zaklade latinskych terminov vertere, versus, mamajlcich t®enie, zat&anie, ktoré pouZzival
v slvislosti s danou krivkou uz Grandi. Nacpg’ talianskej matematky dostala krivka potom nazov
"la versiera di Agnesi'¢ize Agnesina krivka. Anglicky matematik, John Calsétory prekladal Agnesine
prace do angltiny, si pravdepodobne pomylil slovo "la versiers""l'avversiera”, kde "avversiera"
znamena "Zena stojaca proti bohdiZze bosorka. Tento nazov sa ujal nielen v anglitioyoriacich
krajinach, ale postupne prenikol i napr. do Spakielhovoriacich krajin, kde uveden( krivku nazyvaju
"La Bruja de Agnesi". (zdroj: D. J. Struik (ed.), gource book in mathematics, 1200-1800, Princeton
University Press, Princeton, New Jersey, 1986, 1I8®- R. Bruen, A Brief History of The Lucasian
Professorship of Mathematics at Cambridge Univgrgibston College 1995)

Ak vezmeme ako pmatok suradnicovej sustavy bo@® a polozime priemer

uvazovanej kruznice rovny, tak dana krivku je mozné analyticky zapisatvare:
d® o . .
y:sz_ Po vydelenkitate’a aj menovat@ daného zlomkuw? dostaneme zlomok
X

ktory sa da rozvin{l do geometrického radu

d? d® d*

® NG : 2 Xt X
d[E——j :d_F+___+'" Grandi nasledne do daného predpisu dosadil
=0

d =x=1, z¢oho dostal rovnaS% =1-1+1-1+...

Ako bolo povedané, Leibniz s danym vysledkom suhld®ovnako suhlasil
s argumentom, ktory na dosiahnutie uvedenej rovnostyuzival rad

1-x+x* =X +...= Y (-x) :1% a nasledné dosadenie=1. Nevidel dévod, preo
= X

by dany vZah nemal by spravny i pre takéto x, Heplati pre x menSie ako 1. Ostrej
kritike ale podrobil Grandiho pribeh o deéstive, ktory potia neho nema& so sumou
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Grandiho radu ri spol@né. Ak napr. vezmemBubovolny konény parny pdet rokov,
majetok jedného z bratov je jedna. af’k®tet radu je nula.
Leibniz sa pokusil stanavisumu daného neko&reho radu priamo, bez jeho

vyjadrenia v tvarelé. Vychadzal z toho, Ze ak vezmeme kiémeparny pdet ¢lenov
X

daného radu, ich 8ét je: 1-1=1-1+1-1=(1-)+@-1)+...=0. Ak vezmeme
koneny neparny péet ¢lenov, dostaneme &ét:
1=1-1+1=1+(-1+1) +(-1+1) +...=1. Nekone&ny rad nema parny ani neparny¢pb
¢lenov, preto pokh Leibniza jeho stet musel by medzi tymito hodnotami a pba
zakonov ‘"pravdepodobnosti" a zdkonov “spravodlitogiol rovny aritmetickému

priemeru uvedenych hodnét, t—;r Leibniz sdm pripustil, Ze v uvedenom argumente

je viac metafyziky ako matematiky, ale konStatovale metafyzickych pravd
je v matematike viac, ako sa vSeobecne ptfip(®. Kline, Euler and Infinite Series,
Mathematics Magazine 56, n. 5, 1983, 307-314)d k& vSak Christian Wolff
po obdrzani listu snazil apliko¥epristup aritmetického priemeru na iné rady, napr.
1-2+4-8+16+...+(-2)"" +..., Leibniz to intuitivne oznal za nespravne, lebo ako
podotkol, uvedeny @t sa musi dazapisé ako siet nekoneéného radu kladnych
¢lenov, ktorého jednotlivétleny s rasticimnida k nule, co vSak potla neho po
spravnom uzatvorkovani Grandiho radisp(S =1+ (-1+1) + (-1+1) +..=1+0+0+...).
Jacob Bernoulli (1654 — 1705), jeden z 6smich viiamgch matematikov v rodine
Bernoulliovcov, sa venoval obdobnému nekom@mu radu v roku 1696 vo svojom diele
Positiones arithmeticae de seriebus infinitis. M&lade delenia polynédmu polynémom
2 3
Studoval podielL :k—k—g +k_n3_k_n4+m’ pricom ak polozimem=n dostaneme
m+n m m° m m
k k k k k , , - , "
— =—-—-—+———+... Poslednu rovnasnazval Bernoulli "nie neelegantny paradox".
2Zm m m m m
Pierre Varignon (1654 — 1722), vyznamny francuzsigtematik, ktory si medzi
prvymi uvedomil délezitos testovania konvergencie nekéngch radov, sa venoval
Grandiho radu v sprave Précautions a prendre dasegke des Suites ou Series infinies
résultantes, ktora bola v plnom zneni vydana v rbki5 v diele Histoire de I'Académie
royale des sciences avec les mémoires de mathémagigle physique tirés des registres
de cette Académie 1666-1790, 203-226. V uvedengvsp ktord bola napisana ako
reakcia na Uvahy Jacoba Bernoulliho, Varignon peaujeana divergentnésGrandiho
radu, na zakladecoho Jean le Rond dAlembert (1717 - 1783) v en@dda
Encyclopédie, ou dictionnaire raisonné des scierbes arts et des métiers v roku 1751
uvadza, Ze Grandiho argumentacia rozvojom do ramla Warignonom vyvratena. Je
zaujimavym faktom, Ze Varignon, ktory bol Leibnigov priatdéom, napisal spravu
Vv izol&cii, preto sa v nej nevenoval Leibnizovejgirna danu tému.
Na zaklade listovej komunikacie s Leibnizom sa @iao radu venoval
i taliansky matematik Jacopo Francesco Riccati §1671754). V diele Saggio intorno
al sistema dell'universo (1754) kritizuje Grandédrgumentaciu rozvojom do radu,dkee
ako konsStatuje, zakladny problém je, Ze smealkss divergentnym radom, v ktorom
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sa nedaju od istéhtlena nasledovné&leny zanedbd co je vlastnos charakteristicka len
pre konvergentné rady.

Leonhard Paul Euler (1707 — 1783), vyznamny Saeggky matematik, sa venoval
Grandiho radu, ako aj inym divergentnym radom, elediDe seriebus divergentibus

(1760). Euler povazuje argumentovanie rozvojom adurl—x+x*—x3+... za "dos
rozumné odbévodnenie”. Pritom protiargument, Ze ptel plati, Ze v rozvoji
n

R T R
1+x 1+x
neddlezity, ke’Zze nekonény rad poslednylen vlastne nema. Nazor Eulera na dany
problém dokumentuje nasledovny citat (L. P. EulBe seriebus divergentibus’, Novi
Commentarii academiae scientiarum Petropolitan&@0,In. 5, 211):

Aj ke?’ uvedena polemika sa méze jagko doélezita, ziadna z argumentujicich
stran nemdéze byusvedena z omylu v Ziadnom z pripadov pouzivania takycidov
v analyzeco je silnym argumentom, Ze Ziadna strana sa neraldi,nezhody sdisto

nemdzeme poslednylen zanedbd vidi Euler ako

slovného charakteru. Pretoze ak rdd-1+1-1+1-1+... nahradimcislom % nikto

ma nemdze obvink chybygo by mohol urolsi hocikto, ak by som ho nahradil niektorym
inym ¢islom. NemdZe bypreto vyslovena pochybnoge radl-1+1-1+1-1+... a%

su ekvivalentné aje vzdy dovolené nahtgddno vyjadrenie druhym bez toho, aby
vznikla akakévek chyba. Cela otazka sa teda zmenila na polerdikaydeme nazyva

zIomok% korektnou sumou radu-1+1-1+1-1+... a je zrejmé, Ze ti¢o toto

ozna’enie odmietaju, ale neodvazuju sa spochybpiezentovanu ekvivalentnds
prepadli slovékareniu.

Aj napriek zdanlivo presveégnému vyjadrovaniu Euler prezentoval vo svojej
koreSpondencii s Nicolausom I. Bernoullim pochylino$i'adne satov divergentnych
radov. Bernoulli na to reagoval vyjadrenim, Ze (vatykajuce sa nahradenie
nekonéného radu konmym vyrazom budd chybné, ak by sa ukazalo, Zétému
nekon€énému rozvoju je mozneé priradr6zne konéné vyjadrenia, ktoré maju réznu

hodnotu. Eulerov pristup ku Grandiho radu bol zahyzna jeho pevnej viere, 212eje

jedind hodnota, ktor4 dany rad vyjadruje. V rok@t3.¥ liste Christianovi Goldbachovi
Euler prezentuje, Ze si nie je vedomy nijakéhoipridiadu.
Uvedeny protiklad naSiel Jean Charles Callet (1744 1799).
V nepublikovanom memorande, ktoré predloZil Lagesond, poukazal na to, Ze
1+x

e b X+ =x°+x°=x*+x*+... Ak dosadime do danej rovnosti zax
X+ X
jednotku, dostaneme% =1-1+1-1+1-1+.... Lagrange s uvedenym argumentom

nesuhlasil, vychadzajuc z Leibnizovhocavania sdtu divergentného radu pomocou
"pravdepodobnosti". Ak zapiSeme rad, ktory dostallef, vjeho Uplnom tvare

1+0x—x*+x*+0x*—=x>+x°+..., po dosadeni jednotky zax dostavame rad
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1+0-1+1+0-1+1+0-1+.... Ked’ teraz uzatvorkujeme uvedeny rad nasledovnymi
spbsobmi (vSetky ostatné postupy uzatvorkovaniaksivalentné, ak berieme do Uvahy
podmienku, Ze vzdy do zatvorky vloZzime po sebe ewrglice ¢isla 0,1,-1
vichlubovdnom poradi), postupne dostaneme(l+0-1)+(@1+0-1)+...= ; O
1+ (0-1+)+(0-1+D+...; 1+0+(1+0-)+(@+0-1+...=1, teda tricisla, ktorych

suma je dva, t.j. "pravdepodobnostnd” hodnota damétiu je%. To je rozdiel oproti

radul-1+1-1+..., ktorého "pravdepodobnostna" hodnota;—je

Anglicky matematik Edward Waring (1736 — 1798) ulivm vydani svojho diela
Traité de calcul differéntiel et du calcul intégrall810) piSe o rozvoji

2 3
8 142 +X—2 +X—3+..., Ze uvedeny rad mozno povazowa "rozvoj" danej funkcie,
a-x a a a
ktory nema vzdy hodnotu funkcie, ku ktorej prislaciJvedeny rozvoj dava hodnotu
funkcie len preld <|x, piSe Waring (M. Kline, Mathematical Thought frofmcient

to Modern Times, volume 2, Oxford, Oxford Univeysitress 1990). V sulade s Eulerom
ale Waring predpoklada, Ze kazdy rad je spaty akoej funkciou préubovdné x, preto
pri praci s radmi mézeme na ne porako na funkcie.

Symbolické posledné slovo v polemike tykajucej sear@iho radu priniesol
kratky ¢lanok Uber die Leibnitzsche Reihe (Journal fir Matiatik, volume 89, 1880),
napisany nemeckym matematikom Ferdinandom GeorgofveRiusom (1849 — 1917).
Uvedeny ¢lanok méZzeme povazotaza zrod moderného pibania s divergentnymi
radmi. Frobenius napisal tentanok po preStudovani prac Leibniza, Bernoulliho
a po preéitani Raabeho komentaroch k pracam oboch menovangtematikov na tému
divergentnych radov aich vyjadrenia koéngmi vyrazmi. Frobenius #lanku tvrdi,
Ze vo svojej praci na danu tému Leibniz nepriamsloxil Abelovu vetu, v s€asnosti
znamu ako Frobeniusovu vetu. Moderna formulacito tegty znie: Kazdy rad, ktory
je Cesarovsky sumovdtey je sumovatény aj Abelovsky. V nasledujicom obdobi
sa prudko rozvinuli pristupy sumovania divergeninyadov a uvedena obtagrestala
byt pre matematiku zahalena arbmou paradoxov, akg wapésal eSte v roku 1828 Niels
Henrik Abel (V. S. Varadarajan, Euler Through TimeNew Look at Old Themes,
American Mathematical Society, 2006).

DISKUSIA:

Prezentovany problém Grandiho radu je zaujimavyiacerych liadisk.
Je to skvely priklad postupného vyvoja matematiokgbznania a sprégvania pojmov.
Prvotné naivné idey boli korigované aaz presnéméne vybudovanie tedrie
konvergentnych a divergentnych radov umoznilo dapsoblém vyjasni. Toto
spresiovanie pojmov je potom pomocou aj pre Studentowriktri budovani vedomosti
z oblasti konvergencie, divergencie &tsunekonénych radov prechadzaju podobnym
vyvojom chapania ako tomu bolo vramci historickényvoja (A. Sierphska,
‘Humanities students and epistemological obstadksded to limits’, Educational Studies
in Mathematics, 18 (4), 1987, 371-396; G. T. Badhifinite Series from History
to Mathematics Education’, International Journalr fMathematics Teaching and
Learning, 2005, [http://www.cimt.plymouth.ac.uk/foal/bagni.pdf]). Grandiho rad
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im méze priblizZi vyznam ukovania konvergencie radov a prinesie im lad
do problematiky konvergencie a divergencie. V n&ggbsom rade dany probléem ukazuje
vyhodu moderného matematického aparatu, kde jeddramproblém @aka korektnému
vybudovaniu pojmov konvergencie a divergencie &fivy. Uvedeny problém slizi ako
motivacia iako podnet pre pripadné samostatnéiutiuchapr. niektorych metdd
sumovania divergentnych radov. Problém je ako rattiy vhodny i svojim relativne
jednoduchym zadanim a historickoutlpélivog’ou matematikov, ktori sa na jeho rieSeni
podidali. Verime preto, Ze uvedeny problém tykajaci sar@iho radu ma potencial
zlepst’ vyu¢ovanie tejto tematiky v ramci ai@ni z matematickej analyzy.

ZAVER

V ¢lanku sme prezentovali prinosy pouZzivania histéoeryucovani matematiky.
Potenciél tejto metody je hlavne v priblizeni maagky Studentom aich motivacii
prostrednictvom vzbudenia zaujmu o preberandvou Ako vhodné sa ukazuje
aj pouzivanie historicky motivovanych problémovorkth rieSenie viedlo v minulosti
k rozvoju matematickej teorie. Tieto problémy suUe pstudentov neraz putavé
a ich rieSenie im prinasa radas znovuobjavovania matematickych pravd.

Problematickym prvkom pouzivania historie sa jagdnjak vyber vhodnych
historickych tém aich spracovania atig€asova narénog’ pripravy historicko-
matematickych materialov. Preto sme ¢lanku poskytli  pouzittny priklad
matematického problému aj s historickym kontexta@hoj rieSenia. Uvedeny problém
je mozné potom prezentavatudentom v rdmci c¥#eni z matematickej analyzy.

Konkrétne sa jedna o problémrddania sétu Grandiho radu. Natomto
historickom probléme je mozné sledévayvoj matematickych poznatkov z oblasti
konvergencie, divergencie a sumovania nekopeh radov a pracu matematikov, ktora
ku tymto poznatkom viedla. Studenti sfaka tomuto problému ujasnia vlastné chapanie
zakladnych pojmov z uvedenej oblasti a potencialakaju motivaciu pre’alSie stadium
tejto tematiky.

Verime, ze naslanok poskytol podnety na zamyslenia sa nad mozmyimbsmi
integracie histérie do vylovania matematickej analyzy a material pre vyski@Sshto
pristupu vo vydovani matematickej analyzy. Pre zaujemcov sme nanist
www.geocities.com/historiaanalyzyviedli d’alSie materialy tykajuce sa problematiky
integrovania histérie do vy¢ovania matematickej analyzy.
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