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Milé kolegyne, mili kolegovia.

Osmy roénik konferencie Dva dni s didaktikou matematiky sme organizovali
v zrekonStruovanych priestoroch Fakulty matematiky fyziky a informatiky Univerzity
Komenského v Bratislave. TeSi nas, Ze kazdy rok pribudnu nové tvare na nasej konferencii
a dufame, Ze sa s radostou vratia aj na dalSie pripravované rocniky, ¢i uz s prispevkom,
alebo bez neho. Odmenou za naSe snazenie bolo vyhlasenie U€astniCok: ,Mali by ste
organizovat’ Tri dni..."

V mene programového a organizacného vyboru dakujem aj Studentkdm a doktorandom,
ktori pomahali s organizaciou konferencie a prispeli tak kjej hladkému priebehu.
Podakovanie patri projektu H2020 MaTeK za znac¢nu finanénd pomoc, tiez kolegom
z oddelenia propagacie fakulty za obrazovi dokumentaciu atvorbu videozaznamov
z vybranych prispevkov. Tie si budete méct postupne pozriet na naSom FMFI YouTube
kanali.

So zelanim Uspesného Skolského roka a vela dobrych napadov

za programovy a organizaény vybor Zela
Maria Slavickova



PREDNASKA 1: PODPORA INTEGRACE MATEMATICKE, CTENARSKE A
JAZYKOVE GRAMOTNOSTI U ZAKU ZAKLADNICH SKOL - PROJEKT
TACR

JANA SLEZAKOVA

Hlavnim cilem projektu je navrhnout funkéni koncepci vzajemného propojovani
matematickeé, &tenarfské a jazykové gramotnosti na zdkladnich Skolach prostfednictvim
prace se slovnimi Glohami a pomoci tak zakim pfi feSeni slovnich uloh. Vystupem projektu
je metodika, kde je popsano, jak pracovat se ¢tyfmi netradi¢nimi typy slovnich Uloh. Soucasti
prace s danymi slovnimi Ulohami je i rozvoj metakognitivnich strategii zaka. Pfednaska bude
zaméfena na predstaveni metodiky a podrobné jednoho typu slovnich uloh Nedokonéené
strategie..

Prednasku si mozno pozriet na:
https://www.youtube.com/watch?v=u1WGIT9B|DE&t=38s

PhDr. Jana Slezakova, PhD.
Pedagogicka fakulta, UK v Praze,

M. Rettigové 4, 116 39 Praha 1
e-mail: jana.slezakova@pedf.cuni.cz


https://www.youtube.com/watch?v=u1WGiT9BjDE&t=38s

PREDNASKA 2: EUKLIDES: ZAKLADY
JAN CIZMAR

Uvod

Euklidovo hlavné dielo 27orysta (Stoicheia; Zaklady) vzniklo okolo roku 300 p.n.l. v
starovekom Egypte v meste Alexandria, zaloZenom Alexandrom Velkym. V meste pésobila
vrcholna vedecko-umelecka institicia vtedajSej doby v oblasti Stredozemného mora a
Blizkeho vychodu — Museion — zalozena Ptolemaiom |. (Sotérom), prvym panovnikom
Ptolemaiovskej dynastie, panujucej v Egyptskej risi v obdobi 306 p.n.l. — 30 p.n.l. Zaklady
su prvym dielom vytvorenym v Specialnej vedeckej discipline — matematike — podla zasad
Aristotelovej koncepcie tvorby vedeckej tedrie axiomaticko-deduktivhou metédou.

Euklides zachytil touto metédou temer cely obsah sudobej teoretickej matematiky,
ktora sa do toho stavu vyvinula priblizne v obdobi 600 p.n.l. — 300 p.n.l. Matematicky jazyk
diela je hlboko zakotveny v prirodzenom jazyku a v porovnani s dneSnym jazykom
matematiky obsahuje minimum Specialnych terminov, aj tie sa formalne minimalne odlisuju
od prirodzeného jazyka. Temer absolutna absencia Specialnych symbolov sa vystihuje
vyjadrenim, ze jazyk diela je totalne rétoricky, a fakt, Zze matematické objekty sa
zaznamenavaju temer vyluCne graficky geometrickymi ilustraciami, sa charakterizuje
formulaciou, Zze model tedrie je totalne geometricky. Tento fakt pri povrchnom vnimani
zvadza k domnienke, Ze dielo prezentuje zaklady geometrie, o je zUzené hodnotenie z
pohladu dnesnej (aj vtedajSej) klasifikacie matematickych subdisciplin, ako je zrejmé z
nasledujuceho prehladu trinastich knih (= kapitol) Zakladov:

1. Zaklady planimetrie;

. Geometricka algebra;

. Geometria kruznic a kruhov;
. Pravidelné mnohouholniky;
. Veli€iny; pomery a umery;

. Podobnost;

. Elementarna tedria disel,;

. Spojité umery;

9. Aplikacie tedrie Cisel;

10. Iracionalne veli€iny;

11. Zaklady stereometrie;

12. Obsahy a objemy;

13. Pravidelné mnohosteny)

0 NOoO Ok WWDN

Ako ¢itat Euklidovo dielo Zaklady z rozhrania 4. — 3. storodia p.n.l. s
metodologickou vybavou 21. storocia?

Euklidove Zaklady su systematickym vedeckym spracovanim temer celého obsahu
teoretickej matematiky, aky sa ustalil koncom 4. storoia p.n.l. v grécko-helenistickej
matematike vo vychodnej oblasti Stredozemného mora — na gréckej pevnine,
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vyznamnejSich prilahlych ostrovoch a v gréckych koléniach od juznej Italie a Sicilie az po
zapadné pobrezie Malej Azie a v niektorych lokalitaich severnej Afriky. Vychadzajicim
centrom vedeckého a umeleckého sveta Blizkeho vychodu bola inétitucia Museion v meste
Alexandria na zapadnom okraji nilskej delty, zaloZenom Alexandrom Velkym a zvolenom za
hlavné mesto Egyptskej riSe prvym panovnikom dynastie Ptolemaiovcov (306 p.n.l. — 30
p.n.l.) — Ptolemaiom |. Euklides bol poprednou vedeckou osobnostou tejto institlcie.

Co ponukala grécka matematika Euklidovej doby ako gréckym racionalizmom
pretavené a gréckymi objavmi doplnené empirické dediCstvo starovekej egyptskej
a sumersko-babylonskej matematiky? Izolované elementarnogeometrické vysledky Talesa
a Milétskej Skoly, aritmetiku Pytagora ajeho Skoly, geometriu pytagorovcov
(mnohouholniky, pravidelné mnohouholniky, iracionalne UsecCky, tri pravidelné
mnohosteny), Demokritove Uspesné aplikacie atomistickej metddy na stanovenie obsahov
a objemov, Hippokratovu systemizaciu planimetrie, rozvoj tedrie iracionalit Teodorom
a najma Teaitetom, Eudoxove zadiatky teérie pomerov a proporcii a tedrie exhaustécie. ISlo
o vysledky miestami hlbokého vhladu a dosahu, ale vcelku rozptylené a bez zjavného alebo
potencialne hibSieho suvisu a hajma bez nejakého jednotiaceho principu, ktory by daval klaé
k uréitému systematickému usporiadaniu nahromadenych poznatkov.

Teoretické zaklady logiky sa, prirodzene, postupne zdokonalovali realnou praxou
v jednotlivych exaktnych a aplikovanych disciplinach, ale samostatnou exaktnou disciplinou
sa logika stala Aristotelovym explicitnym osamostatnenim. S tymto postavenim logiky uzko
suvisela jej dalSia uloha a vyznam — jej funkcia vo vytvarani axiomaticko-deduktivnej tedrie
urcitej vednej discipliny. ISlo o zachytenie situacie, ked znama sustava poznatkov nejakej
discipliny bola reprezentovana kone¢nym poc¢tom logickych vyrokov, z ktorych €ast' boli
vyroky logicky nezavislé a vSetky ostatné vyroky ztejto sustavy boli z vyrokov tejto
podmnoziny logicky odvoditelné. Skupina logicky nezavislych vyrokov sa nazyva sustavou
axiom danej tedrie, jej jednotlivé prvky sa nazyvaju axiomami teoérie a v danej logike sa bez
dékazu prijimaju ako pravdivé. Dalsie poznatky tedrie sa formuluju prevazne v tvare viet, o
su logické vyroky, dokazatelné prostriedkami logiky, ktora je zvolena ako platna (relevantna)
logika predmetnej tedrie. Tedria takto vytvarana sa nazyva teériou budovanou axiomaticko-
deduktivnou metodou.

Euklidova kniha Zaklady je v zasade vytvorena axiomaticko-deduktivhou metédou, t.
j- je napisana pouzitim prirodzeného jazyka

[0 vymenovanim druhov matematickych objektov a ich pomenovanim slovami zo
slovnej zasoby prirodzeného jazyka alebo umelo vytvorenymi slovami
doplnenymi k existujlcej zasobe (objekty, relacie medzi nimi, operacie s nimi a
medzi nimi);

(1 vymenovanim logickych vyrokov , ktoré su splnené uvedenymi matematickymi
objektmi (axiomy);

[1 definiciou novych objektov, relacii a operacii vychadzajucich z danych a
spifajucich pravidla danej logiky;

[l tvorbou novych vyrokov a dékazom ich pravdivosti s pouZzitim pravidiel danej
logiky, axiém a vyrokov uz dokazanych

Z uvedeného vyplyva, Ze vopred — apriérne — je k dispozicii akasi oblast prvkov a
nejakych pripustnych vztahov (relacii a operacii) medzi nimi, z ktorych sa vyberaju vSetky
relevantné objekty, o ktorych bola re¢ v predchadzajucom texte. Kazdému dneSnému
Citatelovi je zrejmé, Ze v tejto situacii naraZzame na akusi neurCiti nepomenovanu, micky
predpokladanu existujucu mnozinu, vopred pritomnu v duchu mnoZinovej paradigmy, v
zajati ktorej sme zvyknuti uvazovat v désledku predchadzajuceho Skolského vzdelavania a
vychovy. Citatelovi je zname, Ze v dne$nych pisomnych pramefioch sa potencialnemu



problému takéhoto druhu vyhneme prvotnou volbou zakladnej mnoZiny dostato€ne rozlahlej
poctom prvkov a dostatoéne bohatej viastnostami prvkov, ktoré sa v priebehu Gvah vynoria
ako potrebné. — Ako je zjavné, toto v8etko v €ase, ked Euklides tvoril Zaklady, driemalo v
nesmierne vzdialenej buducnosti konca 19. storodia.

Pre Uplnost informacie treba eSte dodat, Ze logika, s ktorou Euklides ako jedinou
nepochybne pracoval, bola klasicka Aristotelova dvojhodnotova logika so sylogizmom ako
hlavnym nastrojom dedukcie.

Obvyklym spésobom vystavby  Euklidovho priestoru syntetickou metédou v
dnesnych ¢asoch je jeho budovanie na zéklade Hilbertovej axiomatiky, ktoré sa realizuje
retazcom inklazii postupne S$pecializujucich sa priestorov pridavanim dalSich skupin
»<definujucich® axiom. Euklidov (presnejSie euklidovsky) priestor je Uplne ureny zaradenim
vSetkych piatich skupin axiém: a. incidencie, a. usporiadania, a. zhodnosti, axioma
rovnobezZnosti, a. spojitosti.

Prirodzene, Struktdra Euklidovej axiomatiky je znagne odlidna od ktorejkolvek dnesnej
axiomatiky euklidovskej geometrie, a to nielen pre odliSnosti v celkovej obsahovej Strukture
a pre historicky pochopitelnt zjavnu nerozvinutost Euklidovej terminolégie, ale aj pre
obsahovu odliSnost mnohych homonymnych pojmov v paralelnych ¢astiach textov. Vyrazne
zretelné je to najmd v Uvodnej Casti knihy 1 v pasazi Definicie, kde v duchu starSej
metodoldgie pokusov o axiomaticko-deduktivny pristup sa vyskytuju snahy o vysvetlenie
primarnych pojmov formalnou definiciou, ¢o je z hladiska principov dnesnej hilbertovskej
koncepcie nemozné. VacsSina nominalnych definicii je prijatelna aj podla dnesnych noriem.
Tzv. genetické definicie si bez vynimky metodologicky nekorektné, lebo ,definuju”
pozadovany objekt pomocou nedefinovanych, zdanlivo znamych pojmov prirodzeného
jazyka, v skuto€nosti vdak pojmov rovnakého stupria neuréitosti, aki ma pojem podrobovany
pokusu o definiciu. (Prikladom je ,definicia“ gule vychadzajuca z polkruhu a pouzivajuca
otacanie, €o je pojem komplikovanejsi nez vSetky ostatné, ktoré sa v ,definicii“ vyskytuju.

Niekol'’ko poznamok k dvom pojmom v Zakladoch
1. V ¢om spociva princip homogenity?

Absolutizacia geometrického modelovania ako univerzalnej metddy interpretacie
teoretickych objektov, relacii a operacii vystupujucich v Zakladoch sa opiera o jazykové
prostriedky a o najjednoduchsie, empirickou praxou zavedené, grafické prostriedky ako
elementarnej Skoly na primarne (prvotné) matematické pojmy. Tak sa v priebehu Skolského
vzdelavania (alebo dokonca v predskolskom vzdelavani) nau¢ime zautomatizovane chapat
~,rovnu“ spojnicu dvoch ,bodov“ ako ,usecCku®, oblast ohrani€enu na liste papiera uzavretou
Ciarou ako ,ploSny“ (geometricky) objekt a v pokrocilejSej— Casovo znacne posunutej faze
vzdelavania — istu suvisli schému vytvorenu istym poctom graficky diferencovanych useciek
ako rovinné znazornenie kocky alebo kvadra. Takéto myslienkovo-vizualne zafixovanie
grafickych obrazov a nazvov abstraktnych matematickych objektov vytvara vo vedomi
v danej metdde Standardizovanu ,predstavu“ geometrického objektu, skonStruovanu
procesom vzdelavania, a nie cestou nejakého vnuknutia alebo intuicie. Sarlatanstvom su
akési insitné pokusy typu ,Nakreslite, ako to vidite." — Ziak to nakresli prinajlep§om
analogicky k tomu, ¢o uz (zachyteného) niekde videl, alebo sa naucil.

Geometrické modelovanie matematickych objektov a vztahov medzi nimi priamo
implikuje inkompabilitu kazdych dvoch tried ztrojice objektov linearnych, plosnych



a priestorovych. To znamenda, Ze Ziadnym kvantitativnym, tym menej kvalitativnym
spésobom nemozno porovnavat UseCku alebo ohraniCeny obluk (.krivej Ciary®)
s ohraniCenou oblastou roviny alebo zakrivenej plochy, s ohrani€enym uzavretym
mnohostenom alebo s telesom ohrani€enym zakrivenymi plochami. V ramci jednotlivych
tried, navzajom disjunktnych, mozno porovnavat objekty kvalitativne (napr. ,rovné“ — krivé)
aj kvantitativne, ak miera kvantity je definovana. Tou je pre tieto triedy po poriadku diZka,
obsah a objem.

Kazdé dva objekty jednej triedy nazyvame rovnorodé (homogénne) a rozdelenie
vSetkych pripustnych objektov do troch tried po dvojiciach disjunktnych nazyvame
rozdelenim vSetkych (pripustnych) objektov na zaklade principu homogenity. V dnesnej
terminoldgii je zjavné, Ze zakladnym Ciselnym atributom kaZzdého objektu tej istej triedy je to
isté (prirodzené) Cislo — rozmer, €o je pojem, s ktorym zapasila eSte aj matematika 20.
storocia.

Geometrické modelovanie matematickych objektov je metodologicka bariéra, ktora
vizualnou presvedCivostou historicky vefmi dlhy ¢as branila v mnohych oblastiach
matematiky prekrogit hranicu 3 pre Ciselnu charakteristiku mnohych zaujimavych objektov.

2. Problematika miery v Zakladoch

V dnesnej tedrii je miera priestoru (v priestore) obvykle zadana jednotkou diZky, t. j.
jednotkou rozmeru 1. Jednotky miery rozmerov 2 < r < n (kde n je rozmer (ambientného)
priestoru) su dané ako jednotky odvodené obvyklym (Standardnym) spdsobom (od jednotky
rozmeru 1).

V Zéakladoch sa miera predmetného objektu zistuje porovnanim modelu objektu s
modelom homogénneho objektu, ktory je Kk dispozicii. Modely objektov sa
Lpremiesthovanim® — bez zmeny miery — uvadzaju do inkluzie (pri nerovnosti mier), alebo do
stavu (polohy) rozkladovej zhodnosti alebo do stavu doplinkovej zhodnosti, alebo do polohy
totoZnosti modelov pri rovnosti mier.

Pri ,superstandardnych® objektoch Stvorec a kruh sa miera (v tomto pripade obsah)
zistuje podla prislusnych knih diela (kniha 2 — geometricka algebra, kniha 12 — exhausta¢na
metdda); uvedené postupy su predobrazom zovsSeobecnenia, v kitorom by nekonecna
rastica zhora ohrani€ena postupnost suvislych zjednoteni neprekryvajucich sa Stvorcov (s
neohrani¢ene zmensSujucimi sa stranami) vpisanych do predmetného rovinného objektu
(jednoduchého mnohouholnika alebo jednoducho suvislej oblasti s krivoCiarou hranicou)
konvergovala postupnostou koreSpondujucich obsahov k obsahu predmetného rovinného
objektu.— Toto je vysledok sformulovany v jazyku matematickej analyzy 19. — 20. storoCia a
obvykle uvadzany vo vysokoskolskych priru¢kach elementarnej euklidovskej geometrie v
Studijnych programoch ugitelstva matematiky pre vysSSie triedy sekundarnych 8kél. V jazyku
Zakladov je vysledok (presne) odhadnuty a potvrdeny nepriamym ddkazom. — V zbierkach
historickych materialov je niekolko ukazok Archimedovej sofistikovanej aplikacie tejto
metdédy na rieSenie narocnych uloh spadajucich do tematiky dnednej vysokoSkolskej
matematickej analyzy.

Trvale si pamatat’

1. Euklidova priamka je vZdy (fubovolne prediZitelna kone&na) hilbertovska usecka.

2. Euklidova priamka (postulat 1 + postulat 2) je potencialne nekonec¢no.
Hilbertovska priamka je aktualne nekonecno.

3. “Cislo" v Zakladoch je vzdy prirodzené ¢islo modernej matematiky.

4. Zaklady nepoznaju Cislo 0 ani Ziadnu veli€inu tejto hodnoty.



[1]
(2]

5. Veliina v Zakladoch - pokial je Cislo — je vZdy kladné Cislo.
6. V Zékladoch sa explicitne nevyskytuju pojmy suvisiace so spojitostou v zmysle
matematickej analyzy.

Zaznam z prednasky je dostupny na:
https://www.youtube.com/watch?v=n4e1hZroTGc&t=92s
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VYSTACI SI KAZDY ZLOMOK S NEPARNYMI CiSLAMI?

VIERA CERNANOVA

ABSTRAKT. Na konferencii som vo svojom prispevku poukazala na istu schopnost
neparnych prirodzenych cisel, a sice generovat’ podla zvoleného pravidla (lubovolné) kladné
racionalne ¢isla. Pritom nie su potrebné Ziadne osobitné matematické vedomosti, postaci
scitovanie prirodzenych cisel a zjednoduSovanie zlomkov. Na druhej strane — a mozno prave
vd'aka matematickej jednoduchosti - ma v sebe toto ,hranie sa so zlomkami*“znacny didakticky
potencial. Viac informacii a dal$iu inSpirdciu mézu zaujemcovia Cerpat’' v ¢lanku [1]. Prispevok
vznikol v rdémci projektu KEGA 001UMB-4/2023.
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OBRAZKOVE RIESENIE SLOVNYCH ULOH

LuciA CSACHOVA

ABSTRAKT. Vdaka singapurskej technike obrazkového rie$enia slovnych dloh sa naudili
nasi Studenti ucitelstva matematiky inak nazerat’ na rieSenie slovnych uloh a niektori uz potom
chceli len kreslit. Prispevok je venovany obrazkovym rieSeniam réznych slovnych tGloh zo
Skolskej matematiky.

Obrazkové riesenie

Zaklad $kolskej matematiky predstavuje rieSenie matematickych Gloh. (Specialne
postavenie maju pritom slovné ulohy.) Niektoré ulohy mézu mat charakter prikladu Ci
cviCenia (rutinné ulohy), alebo matematického problému (nerutinné ulohy). V pripade
rieSenia rutinnych dloh sa vacéSinou vyzaduju tzv. Skolské stratégie (blizSie napr.
v Valentova, Csachova, 2020), ktorych osvojenie je jednym z cielov vzdelavania. Patria sem
stratégie aritmetickej cesty, a neskor algebraickej, z ktorych dominuje rovnicova stratégia.
Vyuzitie grafickej cesty’ je stale malo vyuZivané napriek svojej efektivnosti a nazornosti, aj
ked sa uz prejavuje snaha niektorych ucitelov o vyuzivanie jej stratégii. Prikladom mdze byt
rieSenie Ulohy O det'och a psikoch? stratégiou riesitel'sky obrazok — Obr. 1.

Obrazok 1: Obrazkové rieSenie tlohy O detoch a psikoch: Deti isli na prechadzku so psikmi.
Bolo tam 8 hlav a 22 néh. Kolko tam bolo deti a kolko psikov? (zdroj: autor, rieSenie Studentky
rozSirujuceho Studia matematiky Petry)

O ,Specialnej forme* rieSitelského obrazku som sa dozvedela na konferenciach SEMT
2019 ¢&i Dva dny s didaktikou matematiky 2020 v ramci dielni pod vedenim doc. A. Jancafika
z Pedagogickej fakulty Univerzity Karlovy. Chcem len upozornit, ze niekedy sa vyuziva
pojem metdda rieSenia, niekedy stratégia, ale rozumie sa tym to isté, teda spbésob rieSenia
matematickej ulohy.

" Delenie stratégie do troch skupin (aritmeticka, algebraicka a graficka cesta) je uvedené v zmysle prace
(Pfibyl, 2016).

2 UJloha bola inspirovana tlohou O farmarovi a zvieratkach: Na dvore farmy boli prasata a sliepky. Farméar
napocital 23 hlav a 76 néh. Kolko tam bolo prasiat a kolko sliepok? a jej obrazkovym rieSenim, napr. v (Kopka,
2010).
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Obrazkoveé riesenie singapurskou metédou

Zaciatkom 80. rokov minulého storoCia sa za€ala objavovat' pri rieSeni slovnych uloh
graficka riesitelska metdda tzv. ,model drawing” alebo ,bar modelling“.® Je zalozena na
kresleni obdiZnikovych pasov, ktoré vyjadruju vztah medzi znamymi a neznamymi giselnymi
veli¢inami a rieSenie pomocou tychto pasov. V Singapure az 86 % ziakov primarneho
vzdelavania sa uci riesit’ ulohy aj takymto sposobom. Je mozné, Ze aj vdaka tejto metode
dosiahol Singapur vyborné vysledky v meraniach TIMSS alebo PISA. (Metédu pouzivaju
napr. aj vo Velkej Britanii.) Cieflom metddy je budovat algebraicky pristup k rieSeniu tloh uz
od utleho veku (bez rizika priskorého zavedenia ,pismen* ako neznamych), vytvorit’ vztah
medzi &islami bez priliSného zamerania sa na objekty vystupujuce v ulohe a pomocou
vizualizacie ulohy riesit tlohy od jednoduchych az po komplexné. BlizSie informacie napr. v
(Bobek).

Princip metddy struéne vysvetlim na dvoch slovnych ulohéach. Riedenie prvej slovnej
ulohy O jablkach je na Obr. 2a: Anna a Peter maju spolu 24 jablk. Anna mé trikrét viac jablk
ako Peter. Kolko jablk mé Peter?* Poget jabik, ktoré ma Peter, nepoznam, ale oznadim si
ich obdiZnikom. Anna ma trikrat viac jablk, teda obdiZnik predstavujuci po&et jej jabik bude
trikrat dihgi. (V obdizniku je naznadeng, Ze je to trojnasobok ,Petrovho® obdiZnika.) Celkovy
pocet jabik (24 kusov) predstavuju 4 rovnaké ,Petrove” obdizniky, jeden teda predstavuje 6
jabik. Na Obr. 2b je rieSenie druhej tlohy O veku:® Jan a Alica maju dnes narodeniny. Jan
ma o 5 rokov menej ako je dvojnasobok veku Alice. Pred desiatimi rokmi mali spolu 65 rokov.
Kolko rokov mé Jan dnes? Vek Alice je znazorneny modrym obdiznikom, vek Jana
dvojnasobkom modrého zmenseny o 5 (rokov). Ak pred 10 rokmi mali spolu 65 rokov, tak
teraz maju spolu 85 rokov. PripocCitanim 5 rokov dostaneme 90 rokov, ktoré ndm predstavuju
tri celé Alicine obdiZniky. Alica ma teda 30 rokov a Jan 55 rokov.

T |

-5

Obrazok 2: RieSenie singapurskou metédou ulohy: a) O jablkach, b) O veku (zdroj: autor)

Obrazkové rieSenia vybranych uloh

Uvedené obrazkové riedenie uloh ma velmi oslovilo a preto sa ho snazim v ramci
pripravy buducich ucitefov matematiky zaradit do problematiky procesu rieSenia
matematickych uloh. V tejto Casti prispevku ukdZzem obrazkové rieSenia Styroch slovnych
uloh. Dve pochadzaju z testovania T9 (O knihach, O vyhre v sutazi), jedna z externej Casti
maturity (O teste z matematiky) ajedna z matematickej olympiady (O oveckach a

3 V skutognosti je tato metéda znama uz davno, len prave vdaka Uspechom ziakov zo Singapuru ziskala taku
popularitu.

4 Je to jedna z dloh, ktoré boli rieSené na dielfiach doc. A. Jan&afika.
5 Uloha je z externej &asti maturity z matematiky z roku 2019 (testova polozka s gislom 02).
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pastieroch). Aj ked tieto rieSenia (Obr. 1a, b, 2a, b) ,vyzeraju“ odliSne ako singapurska
metoda, su fiou velmi ovplyvnené. Vysvetlenie necham na Citatela.

Uloha o knihach (testovanie T9, 2003): Pan Martin ma v kniznici spolu 150 knih. Roztriedil
ich do piatich kategérii. Romanov je 75, encyklopédii je 5-krat menej ako romanov. Detskych
knih mé o 4 viac ako cestopisov. V kategorii ,hobby“ si nechal 20 knih. Kolko cestopisov ma
pan Martin vo svojej kniznici?

Uloha o vyhre v sutazi (testovanie T9 13/2015): Skupina troch dievéat vyhrala v
prirodovednej sutazi 30 eur. Kamila, Magda a Zuzka si vyhru rozdelili podla svojich vykonov
v pomere 3 : 4 : 5. Kolko eur ziskala Kamila a Magda?

‘ “
27|
[25]

V2

jli

|

)
el
IR]

Obrazok 3: Obrazkové rieSenie tlohy: a) o knihach, b) o vyhre v sutazi (zdroj: autor, a)
Studentka rozS$irujuceho Studia matematiky Vierka, b) Studentka denného Studia ucitelstva
matematiky Viki)

Uloha o teste z matematiky (maturita 05/2016): Ziaci pisali test z matematiky. Priemerny
pocet bodov bol 64. Dalsi Ziak dodatocne pisal test a napisal ho na 80 bodov. Keby jeho
vysledok ucitel pripojil k pévodnym, celkovy priemer by bol 65. Kolko Ziakov pévodne pisalo
test?

Uloha o oveékach a pastieroch (MO Z5, 2022/23): Na luke bolo 45 oviec a niekolko
pastierov. Potom ako z luky odisla polovica pastierov a tretina oviec, mali zvysni pastieri
a ovce spolu 126 nbh. Pritom v3etky ovce a v8efci pastieri mali obvyklé pocty néh. Kolko
pastierov bolo pévodne na like?
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Obrazok 4: Obrazkové rieSenie tlohy: a) o teste z matematiky, b) o oveckach a pastieroch
(zdroj: autor, a) Studentka rozS$irujiceho Studia matematiky Katka, b) Studentka rozSirujiceho $tudia
matematiky Vierka)

Pod'akovanie: Dakujem NIVAM-u za poskytnutie zadani Uloh z testovania T9 a externej
Casti maturity z matematiky. Dakujem Studentom rozSirujuceho i denného Studia ucitel'stva
matematiky (Petra, Vierka, Katka, Viki) za obrazky rieSeni uloh.

(1]

[2]

[4]

[2]
[3]

[4]

Literatura

Bobek, P.: Bar modely jako zplUsob reprezentace vztahl a operaci ve slovnich
ulohach, https://matematika-slovni-ulohy.projektsypo.cz/5-bar-modely-jako-zpusob-
reprezentace-vztahu-a-operaci-ve-slovnich-ulohach/ (aktualne 30.10.2023)

Csachova, L. : Efektivne rieSenie slovnej ulohy nekonéi odpovedou, In Slavickova,
M. (ed.): Dva dni s didaktikou matematiky 2022, zbornik, Univerzita Komenského
v Bratislave: FMFI, 11-18.

Csachova, L., MatejCikova, L..: How To Improve Pre-Service Mathematics Teachers’
Problem-Solving Competencies (Case Study), Technium Social Science Journal
48(October): 82-98.

Kopka, J.: Ako rieSit matematické problémy. Ruzomberok: Verbum, 2010.

PFibyl, J.: Re$eni matematickych uloh na druhém stupni ZS pomoci heuristickych
strategii, dizertacna praca, Univerzita Karlova: PedF 2016.

Valentova, L., Csachova, L.: Stratégie rieSenia Skolskych uloh, Obzory matematiky,
fyziky a informatiky 3/2020 (49), 1-9.

RNDr. Lucia Csachova, PhD.
Katolicka univerzita v Ruzomberku
Pedagogicka fakulta

Hrabovska 1

SK - 034 01 Ruzomberok

e-mail: lucia.csachova@gmail.com



https://matematika-slovni-ulohy.projektsypo.cz/5-bar-modely-jako-zpusob-reprezentace-vztahu-a-operaci-ve-slovnich-ulohach/
https://matematika-slovni-ulohy.projektsypo.cz/5-bar-modely-jako-zpusob-reprezentace-vztahu-a-operaci-ve-slovnich-ulohach/
mailto:lucia.csachova@gmail.com

2D KONTRA 3D. KOCKA NIE JE SAMOZREJMOST

MONIKA DILLINGEROVA

ABSTRAKT. Priestorova predstavivost je fenomén, ktorym sa nielen matematici zaoberaju
uZ celé starocia. V nasom ¢lanku poukazujeme na to, kolko predstavivosti potrebuje Ziak aby
videl v uéitelovom nacrte telesa to, ¢o ucitel zobrazit chcel. Predstavime jednoduchu aktivitu s
kockou.

Vyvoj predstav o kocke

UZ malé deti sa hravaju s drevenymi kockami. Ak by sme vSak poprosili patro¢ného,
aby nakreslil kocku, €o by sa asi stalo? M6j syn ma poziadal v uvedenom veku, aby som mu
nakreslila kocku. Ja som ulohu oto¢ila a dala mu kocku do ruky. Nakresli, o vidiS. Na papieri
vznikol jeden Stvorec, potom sa k nemu pripojil druhy a treti. Syn sam skonstatoval, ze to
nie je dobre. Na druhy der sa obrazok zacal mierne deformovat a pribudla ¢iara ,tu to ma
byt spojené”. Na treti den uz boli dva pdvodné Stvorce velmi deformované. Syn vSak nebol

spokojny.

|

1. pokus 2.pokus 3. pokus

Obrazok 1: Postupne vznikajuce obrazky kocky

Dufala som, ze dalSi den budeme pokraCovat. Lenze syn priSiel zo Skélky
a vitazoslavne mi ukazoval papier plny rézne velkych farebnych kociek, ktoré mu nakreslila
pani ucitelka.

Ak by sme chceli zhrnut, €o vie dieta o kocke v zavislosti od veku, zacali by sme od
patroCnych. Pre nich je kocka jasne rozpoznatelna, ale nie je nakreslitelna.

Tieto vedomosti sa v Skole rozvijaju a upravuju. Osemrocni okrem toho, Ze kocku jasne
rozpoznavaju vjej 3D forme, ju rozpoznaju aj nakreslenu a naucili sa tento obrazok
reprodukovat. Tak isto vedia porovnavat velkosti kociek.

Ziak v piatej triede sa stretdva so stavbami z kociek ajeho predstavy sa rozsiruj
o rozmery kociek a tieZ o pojem jednotkova kocka. Tieto vedomosti v Siestom ro¢niku roz8ir
o povrch a objem kocky.

Pri  ukonCeni zakladnej Skoly ma (mat) vSetky predchadzajuce vedomosti
zautomatizované a dokonca by mal vediet' spocitat’ aplikacné ulohy vyuzivajuce stenovd, Ci
telesovu uhlopriecku.

Na strednej Skole pridu rezy telies, a teda aj kocky. Tu uz mame Casto Ziakov, ktori
tvrdia, Ze to tam ,nevidia“. Je to pre nich rovnaké, ako pre deviatakov vidiet v obrazku, ktory
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sme nakreslili na tabulu pravidelny osemsten. Kde sa tato ,chyba zraku“ berie? Suvisi
s pouzivanim nam znamych obrazkov bez toho, aby si to Ziaci naozaj vedeli chytit, ohmatat.

Nakoniec tu mame skupinu buducich ucitefov matematiky na univerzite, pre ktorych je
kocka samozrejmostou. V8etky vedomosti o kocke ma plne zautomatizované, nevidi Ziaden
problém v obrazku kocky a mysli si, Ze uz ho ni€ neprekvapi. Nasou ulohou je tohto Studenta
vratit a ukazat mu, Ze kocka nie je samozrejmost. Za tymto ucelom sme vytvorili aktivitu,
ktor uz viac ako 25 rokov pouzivame vo vyuke buducich ucitefov matematiky. Jej
zjednodusSenu formu sme uspesne pouzili aj v Siestom ro¢niku zakladnej skoly.

Aktivita s kockou

Nasu aktivitu zaCiname so Studentmi troSkou tedrie o sietach kociek. Cela teoria je
vedena dialogickou metédou. Studenti uz vedomosti maju, niektoré treba zopakovat.
Rozpravame sa o tom, Ze povrch tvoria Stvorce, je ich Sest' a ich zoskupenie do jedného
mnohouholnika, z ktorého sa iba prehybanim da poskladat’ kocka, nazyvame siet' kocky.
Vyhodnou pomdckou je softvér mathigon (https://mathigon.org). V fiom sa jednoducho da
vytvorit zo 6 Stvorcov siet kocky a pomocou spojenia tychto 6 Stvorcov sa potom da
dynamicky ukazat' poskladanie kocky. Nez vSak zaneme ukazovat kreslenie sieti, alebo
hotové siete kociek, nechame Studentov nejaké nakreslit' na tabufu. Nasledne kladieme
dalSie otazky:

Preco o niektorych sietach hovorime, Ze maju diZku 4 a iné dizku 3?

Aké existuju dizky sieti?

Kolko je roéznych sieti kocky? (Dve siete su rovnaké, ak existuje os, podla ktorej su
sumerné, alebo sa da jedna do druhej otocit’.)

Obréazok 2: Siete kocky (https://mathigon.org/polypad/b638MojFatvYWQ)

Obréazok 3: Postupné skladanie kocky
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Obrazok 4: Detské obrazkové kocky, vyrobené obrazkové kocky a kartonové makety Stvorca

Pre Ziakov zakladnej 8koly sme sa v ramci tohto ivodu snaZili na zaklade modelu kocky,
ktory mali v rukach nakreslit niekolko sieti kocky. Nasledne sme zacali s aktivitou samotnou.

IR
T+

Obrazok 5: Pripravené obrazky a ucitefom nalepené éasti

Studentov (Ziakov) rozdelime do skupin po 3 — 4. Mensie skupiny maji lepsiu dynamiku.
Kazda skupina potrebuje k aktivite 4 vykresy, ceruzku, lepidlo (odporuc¢ame tycinkové),
nozni¢ky a reklamné letaky z ktorych bude vyberat obrazky. Ucitel by mal navySe mat
pripravené makety $tvorca so stranou dizky 4 — 5 cm. Osvedéilo sa nam pouzivat zvysky
kartonu zo spolo¢enskych hier. Okrem toho by mal mat detské obrazkové kocky alebo uz
skér urobené kocky aj s obrazkami, na ktorych vie demonstrovat, o maju skupiny vytvorit.
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Kocky budu mat ta vlastnost, Ze po preklopeni jednotlivych radov cez hranu sa na vrchu
objavi dobre zloZeny dalsi obrazok.

Skupiny za¢nu svoju pracu tym, Ze si na vykresy zaznacCia 4 rézne siete kocky. Od
Studentov Ziadame, aby aspon jedna bola dizky dva, aspof jedna dizky tri a asporl jedna
dizky $tyri. Siete iba kreslia, v Ziadnom pripade nevystrihavaju. Potom vyber( z letakov
vhodné Stvorcové obrazky skladajuce sa zo Styroch Stvorcov kazdy, naznadcia si ich delenie
na Stvorce a rozstrihnt ich pozdiz deliacich &iar. Ugitel ich poZiada, aby mu pripravili ,pravy
horny roh® kazdého obrazka a zvySné 3 Stvorce jedného obrazka. Nasledne uditel' pride
k jednotlivym skupindm a nalepi pripravené Stvorce na siete. Pritom lepi ,pravy horny roh®
na jednu siet tak, aby obrazky nadvazovali. Teda kocka po zlepeni a preklapani sa vzdy
preklopi na novy obrazok, ktory bude rovnako orientovany, ako predosly.

Ulohou skupin je najprv nalepit zvy$né &asti obrazkov, az potom si pomocou vystrihnutia
siete a zlepenia kociek overit, i ulohu vyrieSili spravne.

Zaver

Napriek tomu, Ze Studenti mali pocit, Ze kocka je samozrejmost, tato aktivita spajajuca
2D zobrazenie 3D objektu pre nich je zaujimava a narona. Samozrejme sa vzdy najdu
jedinci, ktorym to nerobi Ziaden problém. Tym je treba vymysliet naroénejSie zadanie.
Napriklad na kazdu siet nalepit iba dve Casti obrazkov. Treba si vSak dobre premysliet ktore
dvojice a kam. Studenti budu musiet navyse zistovat, ako je vytvoreny cyklus 4 za sebou
iducich obrazkov. Odporu¢ame mat takéto zadanie predpripravené. Rovnako je mozné
prvotné umiestnenie urobit’ jednoduchsie, neZ je prezentované na obrazku 5. Pripadne sa
da pracovat s obvyklej$imi sietami (dizky 4), alebo obrazkami symetrickymi podla dvoch na
seba kolmych osi.

V ostatnych skupinach Studentov a aj Ziakov dochadza pravidelne k Zivej gestikulacii,
prelepovaniu uz nalepeného, dohadovaniu, argumentécii a dévodeniu. Zaujimavym javom
je uvedomenie si, ze skladat imaginarnu kocku musia opacne. Doteraz vytvarali kocku nad
papierom a to by mali obrazky zvnatra. Castym je aj vyjadrenie: ,Keby sme si to mohli
vystrihnut.* Ziaci ziskaju lepSiu predstavu o kocke a Studenti si uvedomia, Ze naozaj
nakreslit 3D objekt na tabulu nestagi na to, aby vznikol aj 3D obraz v mysli, €o je naSim
ciefom.
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UCIT MATEMATIKU AKO CUDZi JAZYK

JOZEF HVORECKY

ABSTRAKT. Uspesne rieit matematické ulohy nie je mozné bez toho, aby sme im
porozumeli. V istom zmysle ide o obdobu porozumeniu cudzieho jazyka: jeho neupiné
chapanie ma rézne podoby — od drobnych omylov aZ Uplné stratenie sa. Daju sa niektoré
skusenosti z vyuovania cudzich jazykov vyuZit aj vo vyu¢ovani matematiky?

Vztah matematiky a cudzieho jazyka

Pohlad na nazov &lanku méze u &itatela vyvolat skepsu: Co maju spoloéné matematika
a cudzi jazyk? Preto je vhodné najprv vysvetlit ich vzajomny vztah ako analdgiu, ktoru
budeme v dalSich Castiach vyuzivat.

Pre ucely ¢lanku povaZujeme za cudzi jazyk ten, ktory sa cielene u€¢ime. Tym sa liSi od
materinského jazyka, ktory nadobudame dennou komunikaciou v prostredi, v ktorom sa
v detstve pohybujeme. (Clovek méze mat viac ako jeden ,materinsky“ jazyk, ked napriklad
vyrasta v cudzej krajine, pricom jeho rodi€ia doma rozpravaju rodnym jazykom.)

Neporozumenie cudziemu jazyku ma dve zakladné roviny:

[1 V syntaktickej rovine nerozumieme zapisu jazyka.

(1 V sémantickej rovine nerozumieme obsahu.

Obidve roviny maju dalSie vnutorné Clenenie. Na drovni syntaxe nemusime zapisu
jazyka rozumiet' preto, lebo pouZita symbolika je uplne neznama, napriklad egyptské
hieroglyfy, Cinske znaky alebo arabska abeceda. Textu vSak ¢asto nerozumieme ani vtedy,
ked je zapisany znamymi symbolmi. Napisy v Spaniel€ine &i fin¢ine dokazeme ,preditat*,
lebo su napisané latinkou, ale ich obsahu nerozumieme. Clovek bez vy$Sieho
matematického vzdelania preto netusi, ¢i je nasledujuca formula spravna alebo nie:

t=o0 )

f dx =4 - lirpx
n234 "~ sin°F 6!

Nechape totiz vyznam jednotlivych symbolov podobne ako bez znalosti fin€iny nedokazeme
odhalit gramaticku chybu vo finskom napise.

Syntakticka chyba je spdsobena nekorektnymi datami (nevhodne pouzitymi symbolmi)
alebo chybnej stavby textu. Prikladom nevhodne pouzitych symbolov v predchadzajuce;j
ukazke su Fahrenheitove stupne a otaznik. Prikladov chybnej stavby je vela, napriklad
symbol sumy je uvedeny bezprostredne za symbolom integralu ¢i faktorial pod znakom
limity. Jeho analdgiou v prirodzenom jazyku je brept.

V matematike sa daju vytvorit aj vyrazy, ktoré su sice syntakticky spravne, ale
neinterpretovatelné, napriklad (-6)! Predstavujd hranicu medzi syntaktickymi
a sémantickymi chybami.

Sémantické chyby su spdsobené zapismi, ktoré sa napohlad spravne, ale maju iny ako
zamyslany obsah. Text je zdanlivo (t. j. syntakticky) spravny, bezchybny — vyjadruje vSak
inu myslienku nez aké chcel do neho vloZit autor. Napriklad 26 — 11 je zdanlivo spravny
(zmysluplny, interpretovatelny a vykonatelny) zapis, nevyjadruje vSak myslienku ,zvacsi 26
o 11%. Ak ten, kto zapis vytvoril, chcel €islo 26 zvacsit, do¢ka sa neprijemného prekvapenia.
Analégiou sémantickej chyby v prirodzenom jazyku je veta zo slov, ktoré sice patria do
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slovnej zasoby a maju predpokladanu vetnu stavbu, ale zahmlievaju alebo podstatne menia
obsah vyroku. Tu je priklad:

,Viac korenia nevidi mier v dusi kralika.“

Chyby tohto typu ¢asto vznikaju pri pisomnej komunikacii cez mobilné telefony ako désledok
absencie diakritiky:

»Kvoli kriku nespozoroval prichadzajuce auto.“ (Kvéli kriku alebo kvoli kriku?)

Syntaktické a sémantické nepresnosti nam dovoluju rychlo spoznat cudzincov. Pokial
ovladaju jazyk dokonale, spozname ich podla nespravneho prizvuku. ,VSetko® je spravne,
liSia sa iba malo podstatné detaily, ktoré nemaju vplyv na vysledok. Analdgiou nespravneho
prizvuku v matematike tomu zodpoveda nezvykly, u nas malo pouzZivany spOsob rieSenia.
Povedzme indicky spOsob nasobenia dava rovnaké vysledky, ale jeho postup je mierne
odlisny [1].

V ¢lanku si vSimame len chyby na syntaktickej a sémantickej urovni a spdsoby ich
odstranenia. Ten, kto robi ,chyby pri prizvuku®, nie je v danej oblasti cudzincom. Ovlada
matematiku, len ob&as sa vyjadruje inak ako jeho okolie. Opat pouZzijeme analdgiu: prizvuk
mnohych Slovakov byva ovplyvneny ich pévodnym narec¢im, nijako ich to vSak spolo¢ensky
nediskvalifikuje.

Budeme si vSimat spolo¢né vlastnosti jazyka a matematiky [2]:

I VyuZivanie abstrakcie: Pod pojmom ,obdiZznik* si v matematike predstavujeme
[ubovolny pravouholnik sistymi vlastnostami. V jazyku robime podobné
zovseobecnenie pri vacsine slov, napriklad ,jablon*.

[l ZauZivané, S$tandardizované pravidla: Takymto pravidlom je napriklad poradie
operandov pri odCitani. Zapis ,74 — 12 znamena nie€o iné ako ,12 — 74“. Podobne
je sa pridavné meno piSe v slovenine pred podstatnym menom, kym vo
francuzstine je poradie opacné.

[1 Linearnost: Pbévodny jazyk matematiky bol rovnako linearny ako pisany text
v prirodzenom jazyku. NeskorSie odchylky od vznikla ako snaha o zostruénenie
komplikovanych konstrukcii — typicky rozdiel vidiet napriklad pri zapise urcitého
a neurcitého integralu. UrCity integral obsahuje aj znaky mimo hlavnej linie, ktoré
doplifiaju a spresfiuju jeho vyznam. Podobn( lohu hra v slovengine diakritika.

[l Potreba pamétania si: Pouzivané pravidla su komplikované, preto si ich treba
pamatat velmi dbsledne, aby pre beznom pouZivani jazyka, resp. matematiky
prichadzali na um okamZite, bez potreby sustredit sa. Ich zapamatanie a
,automatické* pouZivanie je indikatorom hibky ich osvojenia.

[l Kobdovanie a dekbédovanie: V pripade nejasnosti pouzivatel ,preklada“ svoju
myslienku do cudzieho jazyka (resp. do jazyka matematiky) postupne a premyslene
tak, aby si bol isty zhodou medzi origindlom a novovytvorenou podobou.

[l Udrzatelnost: Iba poznatky, ktoré pravidelne pouzivame, si dlhodobo pamatame.
Su zname pripady jedincov, ktori Zili tak dlho v cudzine, Zze zabudli rodny jazyk. Tym
sa da vysvetlit, preCo matematické zakladné znalosti (aritmetické operacie) ovlada
v podstate kazdy. To isté plati aj pre €asto pouzivané zru¢nosti (odhad vzdialenosti).

€o robi matematiku cudzim jazykom?

Z uvedeného je jasné, Ze cudzi jazyk a matematiku spdjaju predovdetkym nasledujuce
vlastnosti:
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[1 Slazi na prenos informacii v podobe, ktoru prijimatel nenadobudol ako sucast
svojho primarneho socialneho vyvoja.
[0 Ma vlastny slovnik, pravidla zapisu, gramatiku a Strukturu viet odliSnu od rodného
jazyka.
[l PouZivanim sa utvrdzuju, nepouZzivanim sa stracaju.
VyuZivanie vztahu medzi cudzim jazykom a matematikou nie je novinkou ani v nasich
konc&inach [3, 4].
Pre nasledujucich uvahach sa budeme opierat najmad o poslednu z uvedenych
spoloénych vlastnosti — dlhodobu udrzatelnost. Spravanie zaciato¢nika v jazyku
identifikujeme lahko:

[1 Nepozna presné pojmy, terminoldgiu, ¢asto ani ,abecedu” (znaky), Struktira viet mu
robi problémy.

[1 Dufa, ze prijimatel bude reSpektovat medzery v jeho vedomostiach.

[1 Snazi sa vniest do komunikacie pojmy a Struktury, ktoré pozna — hoci nie su v danej
chvili vhodné. V dobrej viere vnasa prvky (pojmy a Struktiru) z rodného jazyka do
cudzieho.

[l Hrada alternativne spésoby dorucenia spravy (rozhovor ,rukami-nohami®).

Zaklady matematiky ovlada vela deti v predSkolskom veku. Uz vtedy treba zacat

s propedeutikou, aby prvé poznatky prichadzali podvedome, v €ase, ked dieta intuitivhe
vstrebava vsetko, s &im sa stretne. Poznatok, ktory prichadza cielene (,Ziaci, ideme
preberat novu latku ...“) aje sprevadzany zakazmi (,Pouzivanie pomécok je zakazané
budem ho trestat.“) prinasa stres [5].

VSimnime si, ako sa da naucenie ufahcit:

[l Dieta vie, Ze ,dva a dva su Styri“. Ak vSak zaCneme vynucovat' pouzivanie ,plus®
bez alternativ, naru§ime uZ aj to malo, ¢o z matematiky pozna. Zaradovat' nové
pojmy preto treba opatrne. V cudzom jazyku tieZz najprv u€ime najjednoduchsie,
denne pouzivané frazy v beznom hovorovom jazyku.

[l Nejaky Cas treba tolerovat aj nespravnu terminologiu alebo format zapisu, pokial
nevedu k nedorozumeniu aje jasné, Ze zamer a myslienka Ziaka su spravne.
Typickym prikladom je pocitanie na prstoch, bezné pri prechode z najjednoduchsich
matematickych Ukonov k zloZitejSim. V danom pripade je délezité ukazat, Ze
memorovanie je sice v danej chvili narocnejsie rieSenie, ale v buducnosti Setri ¢as.
Aj v cudzom jazyku sa oplati naucit sa Casto pouzivané frazy naspamat kratko
predtym, ako péjdeme do prostredia, v ktorom mdZeme oCakavat ich, Ze ich
budeme potrebovat.

[l Treba ocefovat aj neuspesné pokusy a hfadat v nich raciondlne jadro. Len tak sa
da dozvediet, z ¢oho nedorozumenie vzniklo — a teda najst aj spdsob, ako ho
odstranit. Kazdého z nas potesi, ked' cudzinec vynalozi vSemozné usilie, aby nam
porozumel.

[0 Je vhodné sustredovat sa na rieSenia uloh, s ktorymi sa Ziak v buducnosti stretne
s vy8Sou pravdepodobnostou. Ako sme uviedli vy$Sie, zaroven tym zvySime Sance
na to, Ze Ziak si rieSenie dlhodobo zapamata. Nie je najstastnejSie zacinat vyucbu
matematiky na kazdej vysokej Skole integralnym a diferencialnym poc¢tom. V ich
rydzej podobe ich bude len malokto potrebovat. VhodnejSie by bolo zacat ¢astami,
ktorych uzito€nost je oCividna. O¢akavat, ze kazdy bude vediet vSetko, je naivné a
z hfadiska vysledkov vzdelavania neredlne.
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Ulohy vyuzivajlice nematematické poznatky

Ak chceme ucit matematiku ako cudzi jazyk, musime vytvorit' inSpirativne prostredie.
Budeme sice pouzivat rodny jazyk, ale matematika v iom bude ,primesou“. PresnejSie
povedané, nebude bezprostredne pritomna. Ako ukéZeme v nasledujucej kapitole,
matematické ulohy sa €asto vynoria v situacii, ked rieSime nie€o, ¢o s matematikou zdanlivo
nesuvisi.

Pri vhodnej volbe prostredia Ziaci zistia aj to, ze nie vSetko, ¢o sa podoba na
matematiku, fiou naozaj je. Tu je séria takychto kontextovo-zavislych uloh (volne podla [6]):

Na konci obce stoji nova ulica s 12 domami. Prvy dom stoji 113 000 € a je 11 m vysoky.
Byva v riom 9 ludi, piati z nich prave spievaju 3 piesne. Odpovedzte na nasledujtce otazky:

[1 Aka je celkova cena domov?

[l Kolko su vysoké?

[1  Kolko fudi v nich Zije?

[l Aka dlha je ulica?

[1 Kolko fudi z danej ulice prave teraz spieva?

RieSenie kazdej z nich si vyzaduje viac nez iba matematické poznatky — a Ziaden
vysledok sa neda vyratat’ presne. Ani vtedy nie, keby domy boli takmer rovnaké.

Dal$ou vyhodou uloh z tejto oblasti je moznost riesit ich timovo. PretoZe sa daju odligne
interpretovat), je pravdepodobné, Ze kazda vyvola medzi Clenmi skupiny diskusiu. Po€as nej
sa (neformalne) dozvedia o rieSitelnosti viac, ako im je ucitel schopny povedat za
desatnasobok ¢asu.

Z pohladu u€enia matematiky je dolezité, Ze — hoci pouzivaju rodny jazyk — podobne
ako pri pouzivani cudzieho jazyka zistia potrebu presného vyjadrovania. To, Ze nie vSetko,

¢o znie ako ,matematictina“ fiou naozaj je.

Priklad z trojrozmernej geometrie

Ostravska univerzita spolu so Styrmi univerzitami z dalSich krajin rieSi problém
Erasmus+ zamerany na 3D modelovanie a 3D tla¢. Jeho cielovou skupinou su buduci
pedagégovia. Aby ich zameranie bolo &o najpestrejSie, planujeme vyuzZivat pristupy
zalozené na STEAM, pri¢om by si pri nich mali Studenti kazdej z oblasti S (prirodné vedy),
T (technologie), E (ekondmia), A (umenie), M (matematika) najst vlastné uplatnenie
a zaroven sa dozvediet vela o ostatnych oblastiach. Tomu musi zodpovedat zameranie
rieSenych uloh. Tu je priklad:

NaSa Skola organizuje Sportovu sutaZz a chce troch najlepSich v kaZdej kategorii.
Navrhnite a vytvorte dostatok zlatych, striebornych a bronzovych medaili.

Ide o rozsiahle zadanie s velkym po&tom poduloh. TaZzko ogakavat, Ze niekto dokaze
zvladnut véetky z nich. Ide teda o namet na timovy projekt. Clenovia timu by mali zvladnut
prinajmensom nasledujuce ulohy:

i Urcit ekonomicku a &asovu naroCnost ulohy: poéty medaili, druhy a mnoZstvo
materialu. To U typické ulohy pre prirodovedca, ktory vyberie vhodny materidl,
a ekondma, ktory rozhodne o jeho dostupnosti a cenovej naro¢nosti.

ii. ManaZér preveri, €i sa poZiadavky organizatorov sutaze daju za danych podmienok
splnit. Ak ano, bude dohliadat' na plnenie harmonogramu a koordinovat’ jednotlivé
¢innosti.
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iii. Umelec navrhne podobu medaili. Technolég preveri, Ci je mozné ich vyrobit
vzhladom na ich predpokladanu velkost, kvality materialu a vyrobny ¢&as. Ak nie,
treba vytvorit vhodnejsi navrh.

iv. Umelec a matematik spolu navrhnu trojrozmerny geometricky model. Matematik
a technoldg ho upravia do podoby vhodnej pre tla¢ na 3D tlaciarni.

Za kazdou z uvedenych aktivit sa skryva niektora €ast matematiky. V bode I ju treba
pouZit na vypocet ceny sady medaili. Jej optimalizacia je problémom z oblasti linearneho
programovania. V bode Il sa skryva vytvorenie vhodného postupu prac, povedzme pomocou
vyvojového alebo Ganttovho diagramu. Bod Ill ukazuje, Ze aj umelecka sloboda musi mat
urcité hranice. Tvar medaily sa musi dat namodelovat pomocou nastrojov priestorovej
geometrie — inak sa nebude dat’ vytlacit. Bod IV ukazuje, Ze to nie je jediné obmedzenie.
Tla¢ na 3D tlaCiarfiach je pomala, takze mbze zavinit nesplnenie terminu odovzdania.

Pre ucely tohto &lanku je podstatné aj to, ze v kazdej etape projektu sa skryva
matematika: linearne programovanie, vyvojové diagramy, priestorova geometria, odhad
dizky trvania etapy a podobne. Pre timové projekty je typicky fakt, Ze neotakavame, Ze
kazdy &len timu bude mat véetky potrebné vedomosti a zruénosti. Uspech sa véak dostavi
len vtedy, ak suhrn vedomosti a zruénosti timu (ako celku) ich bude obsahovat. NavySe,
&lenovia timu sa budu musiet o nich vzajomne informovat a dopiriat si ich, aby zabezpegili
vzajomné porozumenie — predpoklad spoluprace a uspechu.

Krajina, v ktorej sa rozprava matematicky

Ak chceme ucit matematiku podobnym spésobom ako cudzi jazyk, musi existovat
adekvatne prostredie — krajina, kde sa hovori matematicky. Predchadzajuci priklad tvorby
medaili ukazuje, Ze v danej krajine sa mbZe suCasne rozpravat aj dalSimi jazykmi:
umeleckym, ekonomicky, technologickym, ...

Uspech sa dostavi iba vtedy, ked sa jedinci rozpravajici jednotlivymi jazykmi, budd
snazit povedat’ svoje posolstva tak, aby im rozumeli aj ostatni. Pritom nemusia uvadzat
vSetky detaily a Specifické postupy. Musia vSak vediet vysvetlit ich zmysel a planovany ciel.
Jedna sa teda o formu kolaborativheho u€enia v podobe, v akej sa vyskytuje aj v beznom
Zivote — nikto nemusi vediet vSetko, ale kazdy by mal vediet, na koho sa obratit
s problémom, ktory chce vyriesit.

Koniec-koncov, ani z cudzieho jazyka nemusime vediet vSetko. Mali by sme v3ak vediet
dost’ na to, aby sme sa nestratili.
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BUDUCI UCITELIA A ICH PREDSTAVY O DOVODENiIi A ARGUMENTACII

KATARINA JANOSKOVA

ABSTRAKT. Cielom prispevku je opisat’' myslienky a nazory buducich ucitelov matematiky
na udlohu argumentécie a dokazovania na hodinach matematiky. Udaje boli zozbierané
prostrednictvom poloStruktiurovaného skupinového rozhovoru. Vysledky poukazuju na to, Ze
ucitelia matematiky pred nastupom do zamestnania si uvedomuju potrebu zdévodriovania,
maju vedomosti o réznych formach zdévodriovania a zaujimaji sa o rozvoj komplexného
matematického myslenia s prepojenim na realne vyuZitie, ale chyba im istota v zdévodriovani
pocas vyucovacich hodin.

Uvod

Ddlezitou suCastou matematiky je zddvodnenie a dbkazy. Oficialne kurikularne
dokumenty na Slovensku nekladu velky déraz na argumentaciu. Stru¢né odporucanie
najdeme v ivodnych €astiach a cieloch vyu€ovania matematiky na zakladnych a strednych
Skolach [1]. Priprava buducich ucitefov matematiky (BUM) na Univerzite Komenského,
Fakulte matematiky, fyziky a informatiky kladie déraz na dévodenie a dokazovanie. Vyrazne
sa zaobera dokazovanim na bakalarskom Studijnom programe (na predmetoch vysSia
algebra, matematicka analyza a geometria). Magistersky program je pre nich zamerany viac
na rozvoj didakticku znalost obsahu (podla Shulmana [2]) a odborovu didaktiku (podfa Ball
a kol., [3]).

Metodoldgia

NaSu vyskumnu vzorku tvorilo 15 BUM prvého ro€nika magisterského Studia v programe
Ucitel'stvo matematiky v kombinacii s jednym z nasledujucich predmetov: fyzika, informatika,
geografia, deskriptivna geometria, telesna vychova. Tento program je spoloc¢ny pre 4 fakulty
na Univerzite Komenského v Bratislave a v naSej vyskumnej vzorke boli 3 respondenti z
Prirodovedeckej fakulty a 12 z Fakulty matematiky, fyziky a informatiky.

Na zber udajov sme pouZili polostrukturovany rozhovor. Polo&trukturovany rozhovor
zahffial 4 hlavné oblasti zaujmu: (a) oboznamenie sa s narodnymi ucebnymi osnovami
matematiky, (b) predstavy o argumentacii a dokazovani, (c) zdroje v kontexte planovania
hodin, (d) komunikéacia s kolegami. Otazky vo vSetkych uvedenych oblastiach boli zamerané
na vyucovanie v roénikoch 5 ZS az 1 SS (vek 10 az 16 rokov). Do Uvodnej €asti rozhovoru
sme zaradili "zahrievacie otazky" o skusenostiach BUM s ucenim vo vSeobecnosti a
konkrétne s matematikou. Z dévodu realizacie rozhovorov v rovnakom €ase sme Ziakov
rozdelili do 4 skupin podla preferencii Ziakov (3 skupiny po 4 Ziakoch a 1 skupina po 3
Ziakoch). Kazda skupina bola pridelena jednému zo 4, ktori uskutoc¢nili a nahrali rozhovor s
pridelenou skupinou.

Rozhovor sa uskutoCnil 27. septembra 2022 na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky
Univerzity Komenského v Bratislave. Kazdy vyskumnik rozhovor nahraval (pomocou MS
Teams - videozaznam, mobilny telefén - zvukovy zaznam, v pripade, Zze nahravanie
prostrednictvom MS Teams nebolo dobre zrozumitelné). Dvaja z respondentov boli
vzhladom na osobné okolnosti online. Rozhovory boli prepisané. Prepisy boli analyzované
metddou otvoreného kddovania podla Creswella [4].

27



Na spracovanie a analyzu udajov sme pouzili bezny textovy a tabulkovy editor. Kazdy
zo Styroch vyskumnikov nezavisle kédoval kazdu otazku a potom vsetci Styria porovnali
kédovanie, aby sa zabezpecila triangulacia. Diskusiou boli vytvorené koneéné spolocné
kody.

Vysledky

Nazory BUM na dbvodenie a dokazovanie boli va¢Sinou pozitivne. Zistilo sa to aj pri
otazkach tykajucich sa predstavy BUM o ich vyu€ovani. Viac ako polovica (8) sa vyjadrila,
Ze by chceli podporit matematické myslenie svojich Ziakov:

Ked sme sa respondentov priamo pytali na vyznam ddvodenia a dokazovania vo
vyucovani, vSetci (15) respondenti uviedli, Ze na hodinach matematiky je potrebné pouzivat
argumentaciu, ale nie kazdy z nich tuto myslienku bliZSie vysvetlil. Ako vidime v tabulke 1,
respondenti su pozitivne orientovani na zddévodnovanie, ale zaroven uvadzaju aj urcité
zdévodnenie, preco je potrebné.

V1 V2 V3 V4 Pocet odpovedi
Dévodenie je potrebné 3 4 4 4 15
Dévodenie je potrebné 1 1 2 3 7
s dévodenim
Dévodenie, ale (forma 2 3 2 3 10
limitacie)

Tabulka 1:Délezitost’ dévodenia a dokazovania

Spominaju zdévodnenie ako formu motivacie, ucitelia €asto pocivaju otazku Na ¢o to
je? alebo Na €o je to dobré? alebo Nemam to rad atd. Respondenti vnimaju matematiku ako
prostriedok rozvoja logického myslenia.

Uvedomili si tiez obmedzenia, ktoré mdéze mat dévodenia a dokazovania. Obmedzenia,
ktorych sa respondenti obavali, boli rézne. Zaoberali sa Easovym obmedzenim, zameriavali
sa na slabsich alebo silnejSich Ziakov a zameriavali sa ha primeranost’ urovne ro¢nika

Na otazku "Aké spbdsoby argumentacie a dbokazov poznate?" respondenti uviedli
mnozstvo réznych prikladov. V tabulke 2 uvddzame ich odpovede. Pri tejto otdzke sme si
uvedomili, Ze vSetky odpovede respondentov mozno charakterizovat ako formu uvazovania
z ramca pre analyzu spdsobov uvazovania v matematike, ktory predstavil Sevinc a kol [5].

V1 | V2 | V3 V4 Pocet odpovedi
Vizualizacia a manipulacia 3 1 2 4 10
Standardné typy dokazu 3 1 0 3 7
Protipriklad 2 0 1 3 6
Empirické dokazovanie 2 0 1 3 6
Overovanie pravdivosti 0 1 0 2 3
Systematické overovanie 0 0 2 0 2
vSetkych moznosti

Tabulka 2:Spbésoby argumentacie
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Zaver

VSetci respondenti si uvedomuju potrebu argumentacie. Za pozitivne povazujeme, Ze
velka &ast’ uvadza aj konkrétne mozné obmedzenia, na zdklade €oho predpokladame, Ze
odpovede respondentov vychadzali z ich osobnej analyzy mozZnych obmedzeni pouzivania
argumentacie na hodinach.

Respondenti maju vedomosti o réznych formach uvazovania, ¢o povaZujeme za
povzbudivé. Argumentaciu povazuju za nastroj na vysvetlenie toho, ako nie€o funguje, za
nastroj, ktory sa pouziva na dosiahnutie porozumenia medzi Ziakmi.

BIBLIOGRAFIA

[1] Statny pedagogicky Ustav, ,Inovovany &tatny vzdelavaci program, 2014. [Online].
Available: https://www.statpedu.sk/sk/svp/inovovany-statny-vzdelavaci-program.

[2] L. S. Shulman, ,Those Who Understand: Knowledge Growth in Teaching,”
Educational Researcher, zv. 15, %1. vyd.2, pp. 4-14, 1986

[3] D. Ball, M. Thames a G. Phelps, ,Content Knowledge for Teaching: What Makes It
Special?,“ Journal of Teacher Education, zv. 59(5) , pp. 389-407, 2008

[4] J. W. Creswell, 30 Essential Skills for the Qualitative Researcher, Thousand Oaks,
California: Sage, 2015

[5] S. Sevinc, I. Kohanova, M. Isiksal-Bostan, Z. Kubacek, I. Isler-Baykal, M. Lada, E.
Cakiroglu and B. Di Paola, "Developing," in ICERI2022 Proceedings, Seville, Spain,
2022

Mgr. Katarina Janoskovéa

Skola Fakulta matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského
ulica ¢. Mlynska dolina F1

SK — 842 48 Bratislava

e-mail: Katarina.Janoskova@fmph.uniba.sk



mailto:Katarina.Janoskova@fmph.uniba.sk

DIAGNOSTIKA ZAKOVYCH OBTIiZi PRI RESENi KALKULATIVNICH ULOH
A JEJICH REEDUKACE

DARINA JIROTKOVA

ABSTRAKT. ‘Sloupeckové ulohy jsou zejména v nizZ$ich rocnicich 1. stupné zakladni Skoly
hojné pouzivany i jako nastroj pro znamkovani. Cilem dilny bylo pfivést ucastniky k zamysleni,
Jakou zpétnou vazbu o momentalnich védomostech Zakovi poskytne znamka stanovena podle
poctu chyb a jak vyuZzit i takovéto ulohy k diagnostice Zakovych obtiZi.

Uvod

V pfispévku pfedstavime soubor deseti uloh, které jsme pouZili ve vstupnim didaktickém
testu z matematiky v rdmci vyzkumného projektu Ucitelské porozuméni pfi¢inam Skolni
ne/uspésnosti u Zaki na prvnim stupni ZS jako diagnostické. Pomoci dvanécti
diagnostickych nastroji mély i tyto uUlohy pfispét k odhaleni zakd ohroZenych Skolnim
neuspéchem. Vstupni test byl zadan zakim druhého ro¢niku v r. 2021. Didakticky test
z matematiky byl tvofen Sesti Ulohami, z nichZ jedna s deseti podulohami byla vénovana
poctarskym dovednostem zakud. Té se budeme dale podrobné vénovat a poukazeme na jeji
diagnosticky potencial.

_ Na projektu se podileli vyzkumnici ze dvou pedagogickych fakult (UK v Praze a JCU
v Ceskych Budégjovicich) a péti kateder (psychologie, primarni pedagogiky, specialni
pedagogika, didaktika matematiky a didaktika ¢eského jazyka) v letech 2021-2023. Bylo
zapojeno 657 zakd druhého a nasledné i tfetiho rocniku zakladni Skoly z 29 tfid, 22 béznych
8kol vybranych napfi¢ riznymi regiony CR.

Podle nasSich zkuSenosti je poCetnim neboli "sloupeckovym” ulohdm, ve kterych je Cislo
v abstraktni podobé (Nunes et al., 2016), ve Skolach stale vénovana zna¢na pozornost.
Vyudlujici je zafazuji zejména v niZSich roc¢nicich prvniho stupné zakladni Skoly jako
rozcvicky, pétiminutovky, nebo dokonce i soutéze (znamé jsou hry na Zmrzlika, nebo Krale
poctart apod.) s cilem upevnit a zautomatizovat u zaka zakladni poCetni spoje. Témito
aktivitami se u zaku rozvijeji jejich deklarativni znalosti, tzn. zak pohotové realizuje nau¢ené
spoje neboli rychle vyvold poZzadované spoje ze své dlouhodobé paméti. V soutéZich na
rychlost vSak pomalejsi Zaci Casto selhavaji, protoze nestihaji tempo vypoctd. Ucitelé tato
“drilovaci” cvi€eni zdlvodriuji tim, ze kdyz ma zak zautomatizované pocetni operace, snizuje
Zakovy pfipadné chyby se obvykle opravuji stejnym zpusobem, jakym vznikly, tj. dalSim
procvic¢ovanim s dirazem na rychlost. Casto jsou také "sloupeckové’” Ulohy pouzivany jako
nastroj znamkovani. Obvykle ma kazdy vyucujici pevné stanoveno své kritérium pro
znamky, napf. jedna chyba je hodnocena znamkou 1-, dvé chyby znamkou 2 atd. Takové
znamkovani se zda byt spravedlivé a dulezité je, Zze rodi€iim je srozumitelné.

Vyzkum vSak ukazal (napf. Geary et al., 2008), ze pro rozvoj dobrého porozuméni
matematickym pojmim a procesum je potfebné, aby rozvoj deklarativnich znalosti (faktické
informace) probihal ruku v ruce s rozvojem znalosti proceduralnich (jak to funguje) a
znalosti konceptualnich (vztahy a souvislosti) a Ze jednotlivé typy znalosti jsou vzajemné
propojeny. Oddélenim deklarativnich znalosti od ostatnich dvou typ znalosti mohou Zaci
rozvijet formalni znalosti, tj. Zaci znaji jen fakta a jen jednoduché souvislosti. ale neumi je
modelovat pomoci manipulativ. Vyzkum (Rendl et al., 2013) potvrzuje, Ze vyucujici, a to i
niz$ich roéniki, jen zfidka pracuji v aritmetice s manipulativnimi pomuckami. Casto to
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zdlvodriuji tim, Ze to "staci zakim jednou ukazat". V disledku toho uci své zaky postupy
(algoritmy), které sami povazuji za nejefektivnéjsi, nebo které se kdysi sami ugili. Zakonitosti
poznavacich procesu zakll v matematice tak bohuzel nejsou respektovany (Hejny, 2014).
NaSe analyzy Zakovskych fedeni poukazaly na silny diagnosticky potencial po€etnich
uloh, ktery m{ize ucitel vyuzivat napfiklad i pro diferencovany pfistup k vyuce s cilem pomoci
zakim prekonat jejich individualni obtize a pfedejit tak dalSim nabalujicim se obtizim.

Pribéh pracovni dilny

Dale popiSeme a vice rozpracujeme jednotlivé body pracovni dilny.

Oprava pisemné prace Matéje

Ugastnici pracovni dilny dostali jako prvni Ukol v roli ugitele druhého ro&niku opravit
pisemnou praci Zaka Matéje tak, jak to béZné délaji, nebo by délali s tim, Ze opravenou praci
druhy den vraci Zakovi k nahlédnuti.

Dopl#.
a) n+s= 1] f) 1M-p=iy
— .
b) 13+[)1=17 g) 16-LJ|=13
-

o LJ+12=19 h) L 8=17
d) (0] +6=15 ) 100+5=[/1]+3
pa— . |'*'

e) 18—4= |4 )L +2=7+4

Jak mysli3, Ze se ti akol poved!? ‘oo

Obrézek 1: Redeni Zéka Matéje

V dalSim kroku si kolegové ve dvojici nebo trojici opravenou praci vyménili. Zménili i
svou roli z u€itele na Zaka Matéje. Nyni v roli Matéje méli za ukol reagovat a popsat dopad
ucitelovy zpétné vazby, popsat, co se dozvida o svych sou€asnych znalostech a o tom, jak
by mél dale pracovat, aby odstranil pfiiny chyb.

Ti u€astnici v roli Matéje, kterym se dostala do rukou pisemka s podtrhnutymi chybami
a znamkou 4, nebo 5, potvrdili, Ze nevi, pro€ jsou nékteré ulohy oznacené jako chybné.
Podle sebehodnoceni pomoci vybarveného zvednutého palce usoudili, Ze Maté&j byl se svym
feSenim spokojen. Tedy Maté&j dostal pouze informaci, Ze mu pocetni tlohy nejdou. Nevédél
vSak pro€ mu nejdou, co déla Spatné a jak ma chyby napravit. ,Asi musim jesté vice poditat.”

Jedna skupina U€astniku pracovni dilny navrhla, Ze je potfeba se na ulohy podivat blize
a pokusit se zjistit typy chyb Maté&je a jejich pficiny.
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Gradacni parametry uloh

Takové jevy v ulohach, které Ize obmérovat a tim nastavovat obtiZnost dlohy, nazyvame
parametry gradace. Podivejme se na parametry gradace sady uvedenych deseti tloh.

Jednim grada¢nim parametrem je pouzita operace. Operace odcitani je povazovana za
obtiznéjsi nez operace scitani. Tomu odpovida i fakt, ze ve vSech u¢ebnich materialech pro
prvni ro¢nik je od¢itani zavedeno pozdéji po zvladnuti zakladd scitani. Proto jsme sadu uloh
zacali ulohami na scitani s cilem, aby Zaci nejdfive zazili uspéch a byli motivovani
pokraCovat v feSeni dalSich uloh.

Dale Ize povaZzovat za gradacni parametr Ciselny obor. V nasich ulohach jsou to obory
do 10, do 20, nad 20. Predstavy Zaki o Cislech do 20 jsou pfevazné budovany
prostfednictvim velkého mnozstvi modell. Ciselny obor nad 20 je obvykle budovan jiz na
abstraktni arovni pomoci struktury Cisel. V pfipadé Cisel nad 20 tedy Zaci nemivaji oporu
v pfedmétné predstavé objektu, ktera by jim mohla pomoci pocitat pomoci modelovani.

Obtiznost ulohy ovliviiuje také to, zda je pfi provadéni poZadované operace nutny
prechod pres desitku. Podle uciteld (Rendl et al., 2013) jsou ulohy vyzadujici pfechod pres

DalSim parametrem gradace je pozice neznamé v ulohach typu a +/- b = ¢, kde jedno z
Cisel a, b a ¢ je neznamé. Takova trojice Cisel (a, b, ¢) se nazyva aditivni triada. Nejméné
obtizna je uloha, kde je neznama je na pozici c. Nejobtizn€jsi je uloha, kde neznama je na
pozici a. Uloha typu x +/— b = ¢ je obtizna zejména pro ty zaky, ktefi provadéji vypocty
s oporou O predstavu jistého poctu pfedmétd. Modelovani této ulohy zac¢ina neznamym
Cislem (viz napf. Budinova, 2018), tedy pfedstavou niceho.

Uloha typu a + b = ¢ + d je obtizn&j$i, nebot jsou zde &tyfi &isla provazana operaci
sCitani. Takovato Ctvefice Cisel (a, b, ¢, d) se nazyva aditivni kvadriada. Umét pracovat s
aditivni kvadriadou znamena porozumét tomu, Ze rovnost je relace (ekvivalence), jinymi
slovy chapat rovnost konceptualné (Hejny a kol., 2006). To znamena védét, Zze soucet/Cislo
napravo od znaku ,=" se musi rovnat souctu/Cislu nalevo od znaku ,=*. Vystizné mizeme
tuto situaci pfipodobnit miskovym vaham, které jsou v rovnovaze.

Zak, ktery napt. v Uloze i) piSe za znak ,=* &islo 15 (jako zak Mat&] v Uloze i) chape
rovnost operacné, tj. znak ,=“ pro n&j pfedstavuje pokyn ,pocitej zleva doprava a vysledek
napis$ za znak rovnosti“ (napf. Hejny, 2014; Budinova, 2018). Toto chapani rovnosti mize
byt pozdéji pfekazkou, kdyz zaci zaénou pracovat s proménnymi a feSit rovnice (Vondrova,
2019). Podobné jako u aditivnich tridad Ize nastavovat obtiznost kvadriad volbou pozice
neznamé.

Poslednim parametrem gradace je pfitomnost antisignalu — jde o ulohy, jejichZ feSeni
vyzaduje jinou operaci, nez je v nich deklarovana. Napfiklad od nékterych zaku se ocekava,
Ze Ulohu c) __ + 12 =19 vyfeSi pomoci od¢itani (19 — 12) jako inverzni operace ke scitani.
To znamena, Ze pro tyto Zaky je znaménko + antisignalem. Pro Zaky, ktefi FeSi tento typ uloh
docitanim (,12 a kolik je 19?") nebo postupnym pficitanim jedné (12, 13, ..., 19), coz jde
Casto ruku v ruce s pouzivanim prstli, znaménko + antisignalem neni.

V nasledujici tabulce uvedeme prehled gradacnich parametrl v jednotlivych ulohach.
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Uloha Ciselny | Prechod pres Pozice x | Pozice xv | Antisignal

obor 10 S/BEZ vatb=c¢ | g4p=c+d | ANO/NE
a)11+8=__ 10-20 BEZ c NE
b)13+__ =17 10-20 BEZ b ANO
c)__ +12=19 10-20 BEZ a ANO
d)__+6=15 0-20 S a ANO
e)18-4=__ 10-20 BEZ c NE
f)14-9=__ 0-20 S c NE
g)16-_ =13 10-20 BEZ b NE
hy_ -8=17 10-30 S a ANO
i)10+5=__+3 10-20 BEZ c ANO
)_+2=7+4 0-20 S a ANO

Tabulka 1: Prehled gradacnich parametri pocetnich uloh

Nez posoudime dovednosti naSeho Zaka Matéje, podivejme se jeSté na to, co nam
feSeni jednotlivych dloh mize napovédét o dovednostech zaka, podivejme se na celkovou
uspésnost jednotlivych uloh, jejich nejcastéjsi chyby a pokusime se formulovat jejich pficiny.
Tyto poznatky pak aplikujeme na Zaka Matéje.

Diagnosticky potencial jednotlivych uloh

Dovednost s¢itat nebo od¢itat menSi dvojciferné a jednociferné Cislo diagnostikuji tlohy
a)ae).

Dovednost zvolit vhodnou feSitelskou strategii v pfipadech pfitomnosti antisignalu
diagnostikuji ulohy b), c), d), g).

Na neporozuméni pocitani s pfechodem pres desitku ukazuji ulohy d), f), h), i).

Na zpUsob porozuméni rovnosti jako relace ekvivalence poukazuji ulohy i) a j).

VSechny ulohy kromé a), e) a f) Ize povazovat za rovnice, a tedy jejich feSeni muze
vypovidat o Zakové dovednosti pracovat s rovnicemi.

Vysledky diléiho vyzkumu

Ugastnikim dilny byly predstaveny prostfednictvim tabulky nasledujici vysledky.
V tabulce jsou uvedeny ulohy v pofadi podle feSitelské UspéSnosti, poCet riznych chyb,
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které se ve vSech zakovskych feSeni vyskytly, u nejCastéjSich chybnych vysledkd uvadime
téz jejich Cetnost. DalSi chybné vysledky se vyskytly jiz v malém poctu a Cetnost jiZ
neuvadime. Pocet fesitelt jednotlivych uloh byl mezi 620 a 630 kromé uloh h), i), j). Pocet
feSitell téchto uloh byl tésné pod 600.

Uloha Uspé&s- | Podet | Nejéast&jsi Ostatni chybné
nostv | rdznych | chybny vysledek vysledky
% chyb [pocet vyskytl]
g)16-__ =13 | 98,71 3 - 4,13, 29,
e)18-4=__ 98,55 7 - 4,10, 12,13, 15, 19,
22
a)11+8=__ 97,11 6 20[4], 18[4], 17[3] | 3,9, 16
b)13+__ =17 | 96,63 4 30[12] 3,6,14
c)__+12=19 | 94,05 13 6[71, 8[7], 5[4], 2,3,4,9, 11,12, 14,
17[4], 31[4] 19
f)14-9=__ 93,70 10 6[15], 4[71, 15[6] 3,7,9,11,18, 20, 23
d)__+6=15 93,40 12 8[13], 21[7] -1,1,3,4,6,7,10,
11, 16, 19
h)y__-8=17 75,80 24 9[68], 26[14], 1,2,4,5,6,7, 11,
24[12], 19[6], 12, 14, 18, 21, 22,
23[6], 20[6] 27, 28, 29, 30, 31, 35
j)__t+t2=7+4 | 30,56 14 5[301], 13[43], 4,6,7,8,10, 14, 17,
1[28], 18[17], 23,25
11[9]
i)10+5=__ +3 | 24,46 11 15[283], 18[140], | 5,7, 8, 11, 13, 21,
2[9] 25, 28

Tabulka 2: Prehled chyb a jejich ¢etnost

Z uvedené tabulky je patrné, Ze nami navrzena gradace nebyla zcela pfesna. Nejvétsi
uspésnost uloh g) a e), ve kterych je pfitomno odcitani, a v Uloze g) je jeSté navic pozice
Domnivame se, Ze nelze jednoznacné popsat pfi€inu tohoto jevu, nebot do hry vstoupilo
mnoho dalSich parametrd, jako napfiklad znalost zaka daného typu grafického zapisu ulohy.
Je potfeba si uvédomit, Ze psani testu pfedchazela dlouha doba online vyuky v disledku
covidu. ProcviCovani pocetnich spoju se odehravalo pfevazné ustné a mnohdy za pomoci
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rodiét. RovnéZ nas prekvapila vétsi uspésnost ulohy j) nez i). Uvaha o operaénim
porozumeéni znaku ,=*, které u zakl v nizsich ro€nicich ZS pfevazuje nad relacnim, nam
nabizi vysvétleni. Dopsat v uloze i) €islo 15 za rovnitko se silné nabizi.

Vybrané chyby, jejich mozné pri€¢iny a navrhy na re-edukaci

Dalsim ukolem ucastnikd pracovni dilny bylo ve skupinach najit nékolik chyb, jejichz
pfi€ina je stejna, pficinu popsat a navrhnout vhodné nasledné reedukaéni kroky. Uvedeme
zde jen dva typy chyb, které se pfi dilné diskutovaly. DalSi jsou rozpracovany v ¢lanku
(Slezakova, Jirotkova, 2023).

Do prvni skupiny chyb jsme zafadili ty, jejichZ pfi¢inou je pravdépodobné pocitani na
prstech, kterym si Zak pfi s€itdni pomaha, a chybuje pfi manipulaci s nimi. Jsou to chyby 17,
18, 20 v uloze a), chyby 5, 6, 8, 9 v c), chyba 8 v d), chyby 6, 4 v e).

K odstranéni zdroje této chyby je potfeba, aby Zaci modelovali operaci scitani jesté
jinymi modely nez prsty, napf. riznymi manipulativy. Dulezitym modelem Cisel a operaci
s nimi je pohyb vlastniho téla napf. po Ciselné ose vyznadené na podlaze, pohyb po
stovkové tabulce simulovany pomoci Zetonu. V pfipadé ulohy c) je vhodné modelovat rovnici
x+b = ¢ napfiklad pomoci misky a fazoli: Na stole lezi 12 fazoli a miska zakryvajici dalSi
fazole. Vime, Ze celkem je na stole 19 fazoli. Kolik jich je pod miskou? Kontrolu vypoctu
provedeme pouhym zvednutim misky a spoc&itanim ukrytych fazoli. Vhodnou pomuckou jsou
téZ Dienesovy hranolky.

Pfi¢inou chyb, které jsme zafadili do druhé skupiny, je pravdépodobné Z&kovo
neporozuméni matematickému zapisu ulohy. Zak pak vyuziva strategii signalu: ,Vidim znak
operace scitani (+)/odcitani (-), tak s€itam/od¢itam,” (Baroody, 1999). Pouziti této strategie
napovidaji vysledky 30 v Uloze b), 31 v uloze c), 21 v Uloze d), 9 v uloze h), 9 a Castecné 19
v Uloze h), 18 v tloze i) a 13 v Uloze ). Z&ci dokazi v uvedenych pripadech operaci provést,
neni tedy potfeba posilovat nacvik pocetnich spoju. Je vSak potfeba prohloubit porozuméni
souvislostem mezi €isly v aditivnich triadach. To Ize napf. diskusemi o riznych zakovskych
strategiich fe$eni probléma. Casto sta&i dat zakovi pileZitost takové ukoly Fesit a doprovodit
feSeni realnou zkusenosti. Napf. ,V sacku je nékolik kuli¢ek, 8 jich odebereme a zbyde jich
17. Kolik kuli¢ek bylo v sac¢ku na zacatku?" Je to uloha s antisignalem. Slovo odebereme
signalizuje operaci odcitani, ale potfeba s€itat. Jako u kazdé chyby je dllezité posilit
porozumeéni vazbam ve scitacich triadach (pfipadné i kvadriadach) modelovanim problému
a pfiméfenym vyuzivanim dostupnych pomucek (kulickové pocitadlo, Dienesovy desitkové
hranolky, penize, stovkova tabulka).

Na zavér této €asti dodejme, Ze pfiCiny chyb a navrhované reedukaéni postupy jsou
uvedeny bez naroku na uplnost. Chyby (a nejen ty s malym vyskytem) mohou byt zpisobeny
i Unavou zakl nebo momentalnim ubytkem pracovni energie. UgCitel by vSak mél patrat po
jejich pficinach, at' uz rozhovorem se zakem, nebo rozborem jejich feSeni v jinych ukolech,
aby dokazal Zakovi u¢inné pomoci.

Jak dale pracovat s Matéjem?

Zavérem pracovni dilny byl tkol vratit se k hodnoceni prace Matéje, popsat jeho
problémy a navrhnout, jak ho dale smérovat.

Matéj chybuje v Sesti z deseti uloh: b), d), f), h), i), j), ale na sebehodnotici otazku ,Jak
si mysli§, Ze se ti Ukol poved|?” (obr. 1) reagoval vybarvenim palce nahoru, tedy byl se svou
praci spokojen a svymi vysledky jisty. Jeho pismo to navic potvrzuje. Je stejné velké a silné,
nevykazuje znamky nejistoty, nikde nic neskrta. Matéj chyboval ve viech Ctyfech ulohach,
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které vyZadovaly pocitani s pfechodem pfes desitku, a to jak pfi s€itani, tak pfi od¢itani.
Déla zde tedy néjakou strategickou chybu, a to je kliCovy problém, ktery je potfeba fesit.

Ugastnici dilny navrhli nejdfive vyvolat u Mat&je kognitivni konflikt, napfiklad
modelovanim ulohy 14 — 9, kde uvedl vysledek 18. Tim dame podnét pro diskusi o jeho
postupu pfi pocitani s pfechodem pfes desitku. DalSim u€innym krokem by mohlo byt vést
ho k obéasnému modelovani. Vhodna je pro néj pomuicka Dienesovy hranolky, kde pfi
pfechodu pfes deset bud rozménuje desitkovy hranolek na deset jednotkovych nebo
obracené.

Vzhledem ktomu, Ze pfi poditani s pfechodem pies desitku dochazi k fetézeni
myslenkovych operaci, mize byt pfiinou neuspéchu zaka také nedostateCna pracovni
pamét. Tedy postupné zvySovani kapacity pracovni paméti posilovanim kratkodobé paméti
by mohlo byt pro Matéje velice efektivni.

DalSim parametrem, ktery ovlivnil Mat&jovu chybovost, je pocet Cisel v zapisu. Chyboval
v obou ulohach typu a+b = c+d. Z feSeni obou téchto uloh vyplyva jeho operaéni porozuméni
rovnosti. To, Ze dopsal jesté vysledek 18 v Uloze i), je pozitivni, nebot si byl védom, Ze zapis
10+5 = 15+3 neni zcela v pofadku. Jeho silné operaéni vnimani rovnosti ho pfivedlo
k doplnéni ¢&isla 18. Pro budovani relaéniho porozuméni rovnosti je idealni pouZit
modelovani situaci pomoci miskovych vah.

V ostatnich parametrech jiz nechyboval disledné, a proto je dalSim reedukacnim
krokem postupné rozvijeni jeho potfeby kontroly vysledku. Kontrola vypo&tu na niZsi
kognitivni drovni, tedy pomoci manipulaci, je ucinna. Jakmile Zzak bude mit jiz dobie
vybudované predstavy o dislech a vazbach v aditivhich triddach ¢&i kvadriadach,
sémantickou rovinu postupné opusti. Bude ale umét se do ni v pfipadé potfeby vratit.

Zajimavé také je, Zze Matéj chyboval v kazdé druhé uloze kromé& poslednich tfi, kde
chyboval ve v8ech. Muzeme se domnivat, Ze zde hrala roli pracovni pamét a spotfeba
kognitivni energie. Chyba 16 v Uloze d) naznaduje, ze zak vynalozil zna¢né Usili na pocitani
pfedchozi ulohy a kognitivni energie mu nyni chybéla. Je mozné, Ze by druhy den stejnou
chybu neudélal. KdyZ hledame pfi€inu zdanlivé nesmysiného vysledku, vyplati se podivat

Zaveér

Cilem pracovni dilny a tohoto pfispévku bylo poukazat na diagnosticky potencial, ktery
nabizeji nejen slovni ulohy, ale i bé&Zné& vyuZivané tzv. ‘sloupeckové” ulohy. U itel
samozfejmé nema ve své praxi dostatek ¢asu na podrobné analyzy kazdého Zakovského
feSeni, ale kdyby Cas od €asu zkusil patrat po pfi€inach Zakovskych chyb, jisté by si tak
vytvoril vérnéjSi obraz o zakovych obtizich. To by ho pak sméroval k hledani efektivni
pomoci zakim tak, aby si nenesli nalepku ,ja na matematiku nejsem®.

Podle naSich zkuSenosti se mnoho uciteld domniva, ze zaci musi nejprve zvladnout
pocetni ulohy, aby pak dokazali uspé&3né fesit slovni tlohy. Je vSak zndmo i z mezinarodnich
vyzkumt (Moscardini, 2010), ze i kdyz se zaci vyrazné zlepsi v poCetnich ulohach, nemusi
se to projevit na jejich schopnosti fesit slovni ulohy. A naopak, Ze porozuméni zakladnim
pocetnim operacim Ize dobfe zlepSit FeSenim slovnich uloh a diskusemi o FeSitelskych
strategiich.
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Podékovani

Dékujeme vSem uc€astnikim pracovni dilny za vytvoreni dobré pracovni atmosféry i za
poskytnuté napady a zpétné vazby.
Oznameni

Vyzkum v tomto pfispévku byl proveden v ramci projektu UCitelské chapani pricin
Skolni neuspésnosti a efektivity pedagogickych intervenci, 3
CZ.02.3.68/0.0/0.0/19_076/0016390, financovaného z programu OPVV MSMT.
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AKO ZACAT UCIT V PRVOM ROCNIKU GYMNAZIA

MARTINA KALASOVA, KAROLINA MIKOVA

ABSTRAKT. V ramci vyskumu zbierame stratégie, ktoré pouZivaju skuseni ucitelia a
ucitelky, aby vyrovnali rozdiely Ziactva gymnazia, ktoré prichadza s réznymi vedomostami zo
svojich zakladnych $kél. V ¢lanku opisujeme, aké postupy ucitelkam a ucitelom dobre funguja.
Skumame, ako suvisia s ich sp6sobom vyucovania a akymi vonkaj§imi faktormi st ovplyvneni.
V druhej Casti detailnejSie opisujeme dva vyrazne odlisné postupy, ktoré sme pri vyskume
objavili.

Uvod

Vyskumny problém vznikol zo zvedavosti autorky. Zaujimalo ju, ako vykrodit tou
spravnou nohou pri u€eni prvakov na strednej Skole. Myslime si, Ze odpoved na tuto otazku,
by mohla zaujimat mnohych ucitefov a u€itelky. Konkrétne, ako dat Sancu uspiet Co
najvacsiemu poctu ZiaCok a Ziakov, pokusit sa vyhnut pocitu, Ze je pre nich matematika
prili§ tazka. Ako zopakovat u€ivo zakladnej Skoly, vyrovnat rozdiely vo vedomostiach, ktoré
si Ziactvo prindSa zo zakladnych Skél. AtieZ, ako dostat triedu do stavu, v ktorom je
pripravena preberat novu stredoskolsku latku.

Tému sme sa rozhodli skumat’ cez skusenosti uciteliek a uditelov z praxe. Kedze nas
zaujimal su€asny stav, na$ vyskum sme zrealizovali pred Stadiom odborne;j literatury. Az
nasledne sme ziskané vysledky porovnavali so zavermi inych vyskumnych prac. Nase
vystupy boli takto podporené, napriklad to, Ze praca so zlomkami je pre Ziactvo naroéna,
¢omu sa venovali aj diplomové prace [1], [2].

Metodoldégia

Témou nasho vyskumu bola matematika v prvom roéniku gymnazia. Problém, ktory sme
skumali, boli rozdielne vedomosti v triede, na ktorych maju uditelia a ucitelky stavat nové
uGivo. Preto sme sa rozhodli zadefinovat na$ vyskumny ciel nasledovne: pozbierat
stratégie, ktoré vyuzivaju skusené ucitelky a ucitelia, aby vyrovnali rozdiely, s ktorymi
Ziactvo prichadza do prvého roCnika gymnazia.

VyuZili sme kvalitativny vyskum, ktory sa nam zdal vhodny na detailné skimanie metdd,
pouzivanych v realnych 8kolskych podmienkach [3]. Rozhodli sme sa aplikovat
polo&trukturované interview. Aby sme takto mohli postupovat, vytvorili sme dotaznik. Ten
pozostaval z dvadsiatich, prevazne otvorenych otazok. Uvodné otazky zistovali zakladné
Udaje o respondentkdch arespondentoch. Nasledne sme sa pytali na ich spdsob
vyu€ovania. Posledné otazky sme zamerali na spésoby opakovania uciva, metdd u€enia na
zacCiatku prvého ro€nika a k vyrovnavaniu rozdielov medzi Ziactvom.

Ako vzorku sme vybrali gymnazidlnych ucitefov a ucitelky s dlhoro€nou praxou.
Podmienkou bolo aj to, Ze viackrat ugili matematiku v prvom roéniku. Slo o zamerny vyber s
cielom zozbierat' stratégie od inSpirativnych uciteliek a ucitelov. Vybrali sme len osoby, na
ktoré sme dostali doveryhodnu referenciu, Ze ucia kvalitnym, efektivnym spésobom.

Po absolvovani rozhovorov vieme povedat, Ze naSe respondentky a respondenti ucili 9
— 28 rokov na stvorroCnych a/alebo patrocnych gymnaziach. Zdroje, ktoré pouzivaju pri
priprave na vyu€ovanie, boli rozne zbierky a knihy domacich aj zahraniénych autorov, online
zbierky, ucebnice a texty venujuce sa historii matematiky. VSetci si vyrabaju aj vlastné
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zadania. Spominali aj preferenciu Uloh aplikovatelnych do praxe. Jeden ucitel uviedol, Ze
na prvej hodine zadava Studentom netypicku ulohu, kde maju dokazat, Ze v Bratislave Ziju
aspon dvaja ludia s rovnakym poétom vlasov. Tato znaénu $irku a hibku nimi pouzivanych
zdrojov povazujeme za dékaz ich profesionality.

VSetky interview sme zaznamenali a nasledne podrobili kvalitativnej analyze. Zacala
sme otvorenym kédovanim [3]. Medzi poloZzenymi otdzkami sme hladali pri¢inné suvislosti,
ktoré vytvorili kostru analytického pribehu. Prvé pozorovania sme dostali zameranim sa na
tie skuto€nosti, ktoré uvadzali vSetci ucitelia a ucitelky. Tento prienik odpovedi sme dosadili
do kostry a interpretovali suvislosti medzi odpovedami. Urobili sme aj druhé pozorovanie,
kde sme medzi sebou porovnali odpovede dvoch signifikantnych respondentov, ktori uviedli
znacne rozdielne stratégie. Obe pozorovania rozvadzame v dalSom texte.

Pozorovania zo spoloénych znakov zozbieranych odpovedi

Nas vyskum vychadzal z predpokladu, Ze trieda nema po prichode na strednu Skolu
dokonale zvladnuté ucivo zakladnej Skoly. Respondenti a respondentky nas predpoklad
potvrdili - na strednej 8kole je nutné opakovat’ zakladoskolské ucivo a vyrovnavat rozdiely v
Ziackych vedomostiach, pretozZe stredoSkolska latka nadvazuje na zaklado$kolsku. Kazda z
odpovedajlcich 0séb vymenovala viaceré témy z ugiva ZS, ktoré musia so Ziakmi znovu
preberat. Vidime isty rozpor — ucitelia a ucitelky musia prebrat mnozstvo noveho uciva
podla SVP [4], ale zaroven musia opakovat predchadzajucu latku. NasSe respondentky
a respondenti to nevnimaju ako problém. Aby sme pochopili, akymi spésobmi tuto situaciu
rieSia, za€ali sme skumat ich pristup k vyu€ovaniu.

Ako prvé uvadzame opis tried, v ktorych ucia. 1Slo o gymnazistky a gymnazistov, ktori
sa do tried nedelili podfa zaujmu ani zru€nosti v matematike. V kazZdej triede sa naslo Siroké
spektrum postojov k matematike. Boli v nich nad3enci a nadSenkyne, ktoré sa chceli naudit
€o najviac, zatial €o iné osoby v triede neprejavovali o matematiku zaujem alebo z nej mali
vyslovene strach. Ukazalo sa, Ze v bilingvalnych triedach znane prevladal pocet Ziakov a
Ziacok zameranych na iné predmety, pre ktoré bola matematika len nutnou povinnostou.

Respondentiek a respondentov sme sa pytali aj na hlavny ciel ich u€enia. Spolo¢nym
zdmerom opytanych bolo ukazat uzitoénost matematiky ako nastroja na rieSenie problémov.
Pracovali na tom, aby Ziactvo necitilo k predmetu odpor. Zdérazfovali aj fudsky rozmer,
chceli zo Ziacok a Ziakov vychovat dobrych ludi.

Vy&Sie sme opisali postoj triedy k matematike a ciele, ktoré si kladli sami respondenti a
respondentky. Zdalo sa nam, Ze tieto faktory mali vplyv na celkovy spdsob vyucovania. Ako
spoloéné znaky ich pristupu k vyuCovaniu sa ukazali zaujem viest Ziakov a ZiaCky k
poznaniu, podporit' ich, aby si z vyu€ovania vzali ¢o najviac. Ide o nadSené a matematicky
zdatné ucitefky a ucitefov, ktori ukazuju krasy matematiky a prenasaju svoj zapal na Ziactvo.
Kazdému z nich na hodinach prebiehaju diskusie - kladu triede otazky, zadavaju podnetné
problémy, vyuZivaju historické pozadie matematickych konceptov a nechavaju Ziactvo
vyjadrovat nazor, argumentovat, i vysvetlovat si u€ivo navzajom.

Na zaklade kvalitativnej analyzy sme identifikovali tri faktory tvoriace ucitel'ské stratégie
na rieSenie skumane;j situacie - vyrovnavanie rozdielov v prvom ro¢niku:

[0 prvé témy, ktoré preberaju v prvom roéniku
[1 ochota menit plan hodiny, ked sa ukaze, Ze trieda nieo neovlada
[1 spbsob zistovania rozdielu medzi predpokladanymi a redlnymi vedomostami triedy
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VSetky respondentky a respondenti medzi prvymi témami, ktorym sa venuju uviedli:
vyrazy, rovnice, linearne a kvadratické funkcie a logiku. Viaceri spomenuli ako dévod
prebrania funkcii, ze ich trieda potrebuje vediet pouzivat na hodiny fyziky. Témy su s€asti
dané aj SVP [4] a logickou nadvéznostou ugiva. Vplyv ma aj to, ktoré &asti zakladoskolského
uCiva je nutné opakovat. Ucitefky a ucitelia sa zhodli, Ze je nutné sa znovu venovat
predovSetkym zlomkom a vyrazom, spomenuli aj mocniny a rovnice. Individualne uvadzali
aj dalSie témy a dokonca, Ze niektoré ucivd preberaju, akoby $lo o Uplne novu latku,
napriklad premennu alebo Pytagorovu vetu.

Dalej sme zistili, Ze vSetci respondenti a respondentky vysvetlia lubovolne jednoduché
uCivo. Nemaju ziadnu hranicu prili§ samozrejmych otazok, na ktoré by neboli ochotni
odpovedat. Jedna ucitelka vyslovene uviedla, Ze “kazdu vec niekto nevie”. Respondentky a
respondenti sa tieZ zhodli, Ze su ochotni zmenit’ plan hodiny, ked sa ukaze, Ze trieda nieco
neovlada - prispdsobia sa aktualnym potrebam. Priznali, Ze nemaju presny plan hodiny, len
smer, ktorym chcu ist. Pocitaju s tym, Ze sa pri niektorych témach zdrzia dlhSie. Nevadi im
to, lebo usiluju o to, aby trieda skutoéne rozumela udivu. Ukazalo sa, Ze Ziadny z ucitefov a
uciteliek nezacina vstupnym testom. Spominali, Zze vdaka prijimacim skuskam, ktorymi
trieda presla, vedia, Ze vSetci ovladaju zaklady matematiky.

Domnievame sa, zZe vySSie opisané faktory su piliermi uebného pristupu k
vyrovnavaniu rozdielov medzi Ziactvom. Tu zhfflame zistené postupy, ktoré ucitelky a
ucitelia pouzivali pri vyrovnavani rozdielov v triede:

[1 davali triede priestor pytat' sa - mohli klast’ otazky, prist na konzultacie

[l poskytovali zdroje a spdsoby, akymi sa latka da dobehnut, Ziactvo nendtili, len
ponukali cesty na doucenie sa

[J ak zadavali pracu na doma, bola dobrovolna

[1 v triede ochotne vysvetlovali Cokolvek potrebné, reagovali flexibilne, vnimali potreby
triedy a prispésobovali sa im

[1 preberanie nového uciva zacinali vyvolanim Ziackych vedomosti, ktoré uz k téme
mali - kladli otazky, nechavali Ziakov a ZiaCky rozmyslat, vysvetlit, o o téme uz
vedia - plynule napgjali nezname ucivo na zname

[l nesnaZili sa zmazat individudlne rozdiely, pocitali s tym, Ze kazda Ziacka a Ziak je
iny, ma urcité zaujmy, netrvali na tom, aby vSetci dokonale ovladali kazdé ucivo

Dva odlisné pristupy

Odpovede ucitelov a uciteliek mali vyrazny prienik, ktory sme popisali v predosle;
kapitole. V konkrétnych metddach, ktorymi zacinaju Skolsky rok v prvych triedach sme v8ak
nasli dva rézne pristupy. Vychadzali z toho, &i Skolsky rok za¢at' alebo nezaCat’ opakovanim
udiva ZS. Za opakovanie vystupoval ugitel A a proti opakovaniu ugitelka B. Preto uvadzame
ich stratégie aj s pristupom k vyucovaniu, ktory dana osoba vyuZiva.

Zacnime opakovanim

Zaéneme pristupom, ktory venuje tvod prvého $kolského roka opakovaniu ugiva ZS.
Ucitel' A, ktory takto postupoval, nechaval Ziactvo niekolko hodin prepoditavat priklady
podobné, ako boli na prijimacich skuskach. Ked narazili na nie€o, ¢o nevedeli, vysvetlili si
to navzajom alebo im ucivo objasnil sam. Opakovanie ukoncili pisomkou. Kto mal stale
medzery, musel sa dougit individualne mimo triedy. Ziatky a Ziaci sa sami rozhodli, &i cheu,
aby sa im vysledok zapocital do celkového hodnotenia.
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Ucitel' A zvykol pouzivat vyklad, vravel, Ze uciva je vela a nezostava &as, postupovat
konstruktivisticky. VSetky ZiaCky a Ziaci chodili k tabuli, pocitali a ucili sa pri tom zretelne
vysvetlovat, pouzivat matematické pojmy a argumentovat. Ucitel’ A sa snaZil triedu kvalitne
pripravit na maturitu a nasledné Studium na vysokej Skole.

Cielom Gvodného opakovania bolo, aby si trieda obcerstvila vedomosti a znovu nabehla
na matematické myslenie. Vyskum ukazuje, Ze tento pristup funguje, ucitel' ju pouzival
dlhodobo a prinasala mu pozadované vysledky. Jeho triedy boli na hodinach aktivne, pytali
sa otazky, zapajali sa do diskusii. Mali s ucitefom priatelsky vztah, vracali sa za nim pre
rady aj po maturite.

Zacénime novou témou

Druha stratégia odmietala zaCinat opakovanim. Alternativou, ktoru ucitelka B s tymto
postojom vyuZivala, bolo za¢at’ u€ivom, ktoré esSte nikto nepreberal. Konkrétne sa ako prvej
venovala logike. Oblasti zo Z8, ktoré Ziactvu neboli jasné, si pribliZili priebeZne, ked' sa
ukazalo, Ze nieco treba zopakovat.

Ucitelka B charakterizovala svoje ucenie ako hravé, nechavala triedu matematické
zakonitosti objavit. Neviedla ich k tomu, aby si pamatali formalne vedomosti. Chcela, aby
rozumeli podstate matematickych konceptov. Mohli argumentovat a prezentovat svoje
rieSenie problémov, prist k tabuli & diskutovat. To v8ak nebolo povinné - niektori Ziaci a
ZiaCky sa nezapdjali. Ako ciel svojho ulenia videla rozvoj schopnosti riesit problémy,
vytvarat zvyk hladat nastroje, ktoré by mohli byt efektivne na vyrieSenie danej ulohy.

Ucitelka B svoje odmietanie uvodného opakovania zdbvodnila tym, Ze opakovanie
prinasa frustraciu. Skoro kazda ziatka a ziak ma v niektorom ucive medzery, takze
opakovanie im pripomina vlastnu nevedomost. Takyto postup podla nej upevnuje postoj k
matematike zo ZS, ktory je €asto negativny. Jej skusenosti potvrdzuju, ze v triedach, kde
zacala novou latkou, sa vytvorila aktivna pracovna atmosféra - trieda sa nebala pytali otazky
a vacsina uverila, Ze mbZe v matematike uspiet.

Zaver

Opisali sme stratégie vyrovnavania rozdielov medzi ziactvom v prvom rocniku
gymnazia. Zamerali sme sa na prienik v8etkych odpovedi a nasledne sme skumali dve
rozdielne stratégie, ktoré sme objavili. Zaujalo nas, Ze oba pristupy cielili na vyrovnanie
Sanci vSetkych v triede. Opakovanim si pripomenuli staré ucivo, mohli sa naucit aj témy,
ktoré im v minulosti neboli jasné. Vdaka tomu Startovala celd trieda do nového
stredoskolského udiva z podobnej pozicie. Druha mozZnost' bola neopakovat, ale vstupit do
Skolského roka cez pre vSetkych novu tému. Aj ta mala za ciel vSetkym poskytnut rovnaku
Sancu, lebo v neznamej latke mali vSetci Sancu uspiet. Zaujalo nas tieZ to, Ze oba pristupy
fungovali napriek tomu, Zze su znacne odliSné. MéZzeme dokonca vylucit, ze by iSlo o
diametralne rozli€né zloZenie tried.

Vyskum ukézal, Ze vyrovnavanie rozdielov v prvom ro¢niku je téma, o ktoru ma zmysel
sa dalej zaujimat. Bolo by vhodné kvalitativnym vyskumom zistit, ktoré u€ivo zékladnej Skoly
robi stredosSkolaCkam a stredoSkolakom problém. Vidime priestor pre dalSie skumanie
pohfadu Ziactva na tieto dva pristupy. Dali by sa zbierat aj dalSie stratégie, ktorymi ucitelia
a ucitelky zacinaju ucit matematiky v prvej triede gymnazia. Pri va¢sej vzorke by bolo mozné
zamerat sa na mieru obvyklosti jednotlivych stratégii, ¢i na meranie uc€innosti jednotlivych
pristupov. Pozorovania z vyskumu tejto témy mozu posluzit’ ako inSpiraény zdroj ucitelom a
ucitefkdam v praxi.
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PROCES ZOBECNOVANIi V MATEMATICE V RUZNYCH SITUACICH
MICHAELA KASLOVA

ABSTRAKT. Proces zobecriovani je rizné vymezovan. Vyzvy k zobecriovani jsou spojeny s kompetencemi
popsanymi v RVP, v SVP, s tlohami v pfijimacim fizeni na vy$si stupné $kol, v testech inteligence. Zamérime se
na otazky: Jak vidi zobecriovani zZaci? Jak odpovida realny proces zobecriovani na vybranych situacich modelim
uvadénym v odborné literature? Jak ovlivriuje forma komunikace uroveri prezentace vystupu tohoto procesu?

1. Zobecnovani v RVP ZV

V RVP 2V aktualizovanych pro skolni rok 2023/24 se termin zobecnéni objevuje pouze
v kapitole Cesky jazyk a literatura, v podkapitole Jazykova vychova: ,,...tfidit je podle urgitych
hledisek a dospivat k zobecnéni.“ V obecné €asti, ani v ¢asti vénované matematice se jiz
termin zobecrovani nevyskytuje, zobecnovani Ize chapat implicitné ve frazich (str. 31): ,zak
si postupné osvojuje pojmy*“ a pfedpoklada se, Ze kazdy chape, Ze matematické pojmy jsou
abstraktni a ze do abstrakce se dostavame v rliznych etapach postupnym zobechovanim,
coz ovSem laikovi unikd a umoznuje dvoji pohled na RVP ZV. Na strané 30 se popisuje
prechod od pozorovani a popisu zmén zavislosti k matematickému predpisu, coz mlze, ale
také nemusi, dle zpUsobu vyuky, provazet proces zobecnéni. Druhy odstavec na strané 31
zmifuje rozvijeni abstrakiniho a exaktniho mysleni osvojovanim si a uZivanim
matematickych pojmi, coz se z pohledu jazykové analyzy mUze jevit tak, ze Zaci jiz na
urovni abstrakce v mySleni jsou a jen se ,vylepSuji“.

Proces zobecriovani je spjat vice & méné napadné napf. sfadami, zavislostmi,
pojmotvornym procesem, modelovani a dalSimi reprezentacemi, objevovanim vlastnosti
pocetnich operaci, odvozovanim vzorc(, tedy i s pfechodem od aritmetiky k algebfe a méla
by se projevit i v provazbé na IT, kdy muzeme snadno prechazet od pocetnich algoritm(
k prvnimu programovani, na coz jiz upozorfiovali vyu€ujici na Pedagogickych fakultach
v osmdesatych letech 20. stoleti (napf. M. Koman) v souvislosti s akcentem na algoritmizaci.
Podobné Ize takto vnimat i takovy pfechod v geometrii u popisu konstrukce. Zddraznéni
potifeby zobecriovani by totiz vice vyzdvihlo nutnost myslet v matematice.

2. Pojem zobeciovani

Uvodem zd(iraznéme, Ze zobecfiovani (generalizace) je proces, jehoZ vystupem je
zobecnéni. V této charakteristice se vibec nehodnoti, jak dlouho a za jakych podminek
tento proces nastava/ probiha, ani zda onen vystup je korektni, na jaké urovni, respektive
zda a4 do jaké miry odpovida oCekavanému vystupu.

Slovnik cizich slov (2023) vymezuje zobecriovani jako metodu ,tvofeni obecnych pojmu
z pojmld méné obecnych nebo jedineCnych®, dava ji do souvislosti s procesem
zjednodusSovani; z pohledu psychologie je chape jako ,rozSifeni podminéné reakce na
podnét, ktery se podoba plvodnimu podminénému podnétu (neni vSak stejny)“; z pohledu
logiky sem zahrnuje kvantifikované vyroky jako vystup onoho procesu.

V pojmu zobecnéni Ize sledovat i ucel i uskali onoho procesu: ,Zobecriovani patfi
k zakladnim principlm Uspé&sného mysleni. Nenuti nas, abychom o kazdé véci uvazovali
zvlast, a naSe uvazovani tak zrychluje. Zachazi-li vSak pfili5 daleko a brani nam vidét
skutec€nost, jaka opravdu je, pak nam spiSe skodi. ...“. (Urban, 2020)
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Proces zobecriovani se dotyka fady oboru a je ve stfedu jejich zajmu se stfidavou
intenzitou. Lze dospét ke shodé v tom, Ze onen proces je individualni, ovliviiuje ho Ffada
faktor(l jak vnitfnich (napf. zrani mozku, zdravotni stav jedince, motivace), tak vné&jSich
(napt. filosofie vzdélavani dané spolecnosti, podnétnost prostfedi, zplsob prace ucitele).
Rovnéz panuje shoda v tom, Ze timto procesem ze stejné vychozi situace dospéji vSichni
ke stejné urovni zobecnéni. | za pfedpokladu, Ze ono zobecnéni nebude obsahovat jevy
nepodstatné, mozné jako plynouci z vychozi situace, pfesto se u jednotlivel bude uroven
zobecnéni mozna liSit mirou provazby na realitu, respektive na vychozi situaci.

| kdyz budeme, jako vyucujici, mit dostatek podkladli pro posouzeni onoho procesu u
Zaka (videozaznam, audiozaznam, graficky €i jiny Casu odolavajici produkt zakova postupu
pfi feSeni didaktické situace, problému), pfesto nemusime dojit ke shodé v nazorech, kam
az v procesu zobecnéni dany Zak dospél. Pro ilustraci vyuZiji osobni zkuSenosti, kdy se na
Univerzité v Parmé v roce 2012 diskutovalo z pohledu zobechovani nad situacemi, které ve
svém vyzkumu analyzovala P. Vighi a které byly nasledné zaclenény do odborného ¢lanku
ve sborniku mezinarodni konference. Tim nijak nezpochybriuji to, co bylo publikovano.
Zdlrazriuji, ze (v publikacich i v praxi) hodnoceni miry zobecnéni je naro¢né a ze je nékdy
nejednoznacné. Soucasti diskusi je i to, zda bylo dosazeno vrcholu procesu, tedy abstrakce.
Dle mého nazoru je diskutabilni, zda zavéry vZdy opravnéné hodnoti vystup jako uroven,
ktera odpovida abstrakci, pokud se toto neovéfovalo jesté jinym typem aktivity. Autofi
riiznych oborl pfipoustéji, Ze zejména zaci v raném Skolnim véku, a dle mého i slabsi Zaci
na 2. st. ZS, mohou n&kdy dospét timto procesem az do Urovné abstrakce, avéak pouze ve
vazbé na izolovanou didaktickou situaci a jeSté Casové nestabilné. Respektive je nutné
pFipustit, Ze na Urovni abstrakce se Zaci nemusi ani na 2. st. ZS vzdy pohybovat. Jak ukazuji
nékteré studie v analyzach zakovskych postupl a vystupl feSeni, v jednom tematickém
okruhu muaze dochazet k rdznym stupfim zobecnéni, tedy dle situace k vétSi ¢i mensi
provazanosti s realitou aZz po situaci, kdy je Zakovo mySleni vzdalené kazdodennimu
realnému svétu. K tomu muze pfispivat jak zpusob zadani problému, tak i diraz na uziti
specifické metody fesSeni i vybraného komunikaéniho kédu (Kaslova, 2006, 2023).

3. Zobecnovani a rtizné obory

Pro stru€nost situaci zjednoduSime a pouze naznacime okruhy problémd. Proces
zobecrfovani je patrny ve filosofii. Zde je napadné, jak pfi vymezovani pojmu jsou dulezita
vychodiska. U filosof(i najdeme r{izné typy pojm(, z nichz se vyclefiuji dva nezavislé na
procesu zobecriovani: prazdny, unikum. Mdzeme si snadno klast otazky, jak je v kterém
filosofickém proudu kladen dlraz na zobecriovani a pfipadné jakou hraje roli (napfF.
Aristoteles a Platon). Filosofické proudy tedy vice ¢i méné ovliviiuji nejen pojeti vzdélavani,
ale i vyzkumu jak na urovni zadavani, tak interpretace.

Jiny pfistup k zobecnovani mizeme sledovat u neurologt, pro které je stézejni vyvoj,
fungovani a aktualni stav nervové soustavy. Ktomu se relativné Uzce vazi i pFistupy
specialnich pedagogu. V |ékafstvi mize mit slovo generalizace i jiny vyznam: rozsev.

Odlisny pfistup k zobecriovani v proméné ¢asu Ize sledovat u spole¢nosti, v socialnich
a politickych védach i v praxi (potfeby a zajmy spole¢nosti, jeji sméfovani, coz se m. j. odrazi
v oblasti reklamy, médii v souvislosti pfedevSim v praci s daty a jejich interpretaci. Toto
nepfimo ovliviuje zpusob mysleni jednotlivcl i skupin, v€etné zakil, coz v posledni dobé
vynutilo klast vétsi diraz na kritické mysSleni. Zde se jiz nékteré manipulatnivni techniky
pojmenovavaji (fake news, unahlené zobecnéni apod.).

Z pohledu sociologie napt. Siroky mluvi o procesu zobecnéni jako o procesu tvofeni
tfid/y. Jeho charakteristika procesu ukazuje na dlouhodobég;j$i proces: ,metoda, pfi niz se
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oddéluji nepodstatné, nahodilé vlastnosti zkoumaného jevu Ci objektu od vlastnosti
obecnych a podstatnych® (Siroky, 2011, s. 32). Proces zobecrovani (tamtéz) neztotoznuje
a priori s abstrakci jako jini: ,Abstrakce vytvaii védecké pojmy, kategorie, pfirodni a
spolecenské zakony, pfevadi redlné hodnoty do soustavy vSeobecné uzivanych symbolu.*

Kognitivni psychologie méla sva obdobi, kdy se onomu procesu vénovala, ale nahle
vidime jisty odklon, ktery je zd{ivodriovan slozitosti tohoto procesu. Mizeme zde sledovat
pouzivani znak( v zastupné roli v procesu uceni, styly u€eni, poznavaci procesy na nichz
se zobecnovani podili, aniz by byl termin zobecnéni/generalizace pouzit (napf. Lafon, Weil-
Abras). Vic nez o tfidéni a tfidach se u pojmotvorného procesu obecné zminuje kategorizace
(napf. Eysenk, Kane 20, Sternberg, ) ktera neklade na tvorbu kategorii tak striktni podminky
jako tfidéni. Jeji zavedeni umozriuje Iépe pracovat s riznymi modely zrani pojmu (procesu
zobecnéni) a vysvétlit odliSnosti.

Specialni skupinu tvofi informatika, ktera dle Wikipedie (2023) chape generalizaci
nadfazené k zobecnéni a vyuziva pro vymezeni biologickou terminologii: ,generalizace (ma)
vyznam zobecnéni struktury nebo funkcionality mnoziny prvkd na prvek jiny
(generalizovany, obecny). V objektové orientovaném pfistupu se generalizace objevuje
v souvislosti s pojmem dédic¢nosti, kdy tfida pfedkd objektu ma vSechny spole¢né viastnosti
svych potomku. Potomci ale mohou mit vlastnosti zménéné nebo nové a budou se od sebe
vzajemné [isit*

V geografii, informatice, geometrii a metodologiich se mizeme setkat s novy spojenim:
~grafické generalizace®, ktera stoji na zjednoduSovani znakového klice a zménu parametru;
,nhormativni vybér‘ vychazi z vypocteného normativu, ktery uréuje maximalni (minimalni)
mnozstvi prvku potfebnych k zobecnéni; ,nahodny vybér* a jeho vymezeni jako podminka
nutna pro proces zobecnéni ve zkoumané realité.

Ve studijnich materialech Rainy River District School Board najdeme k pojmu
generalization dalSi pohled na zobecnéni, a to UzZeji vztazeny k zakim: Zobecfiovani chape
jako schopnost mozku (Zaka/studenta). Generalizace je schopnost Zaka/studenta uplatfiovat
dovednost za raznych podminek (tzv. generalizace podnétu), schopnost uplatnit dovednost
jinym zpusobem (generalizace odezvy) a také uplathovat tuto dovednosti
v pribéhu Casu (tzv. udrzovani). Jejich pfistup umozfiuje davat zobecnéni do vztahu
s kompetencemi. Rozliuji tfi typy zobecnovani: a) schopnost (potencial); b) samotna funkce
mozku; c) vyuziti tohoto procesu. Ztoho plynou tfi faze procesu zobecrnovani:
1. stimulus; 2. zobecriujici odezva; 3. dovednost aplikovat/vyuzit.

V lingvistice jizZ od minulého stoleti vidime systematickou praci s vymezenim vyznamu
.pojem* a v souvislosti s tim i je jeho zrani stojici na modelu trojuhelnika ,ABC*, kde vySka
Ve se vdaném procesu prodluZuje. To se nasledné promita do uzivané terminologie:
konkrétni, abstraktni pojmy, jednotlivina, obecnina, konceptualni zobecnéni, vyznamova
zména jako rozSifeni. Biologie, Iékafstvi, neurologie, psychologie: vyvoj mozku, vyvoj
osobnosti - egocentrismus (brani zaujmout jiny pohled na situaci), ktery muze omezit
zobecnéni, podobné jako aktualné nenasycené potieby jak biologické, tak emoéni, socialni
a dal8i; omezena zkuSenost; je Fazeno pod konvergentni mysleni; rozliSuje aktualné
zobecnéni chybné, unahlené, subjektivni. Sociologie se zabyva zobecnénim v sou€asnosti
relativné nejucelenéji i svymi pfesahy a vazbou na procesy manipulativni a kritické mysleni;
rozliSuje zobecnéni neopravnéné, nespravné a nadmérné.

Shrneme-li to, co jednotlivé obory ve vztahu zobecriovani akcentuji, pak vidime jisté
rozdily, které ndm mohou usnadnit na$ didakticky pohled na cely proces. Jsou zde ovéem
prifezové rizné pohledy na abstrakci: a) abstrakce je jista Uroven, je vrcholem procesu
zobecnovani, kterym jedinec musi projit a ne u kazdého pojmu je mozné dospét do
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abstrakce v zavislost na druhu pojmu; b) abstrakce je proces sméfujici pouze ze svéta reality
do svéta abstrakce a zpravidla se zkouma zda v abstrakci jedinec jiz je, nebo ne; c)
abstrakce je pro autora synonymem pro zobecnéni, coZ ovSem vede ke sporu v fadé vySe
uvedenych obort a nasledné k nejasnostem i v didakticky orientovaném vyzkumu.

4. Zobecnovani v matematice

Matematika se zabyvala zobecfiovanim z pohledu zrani vybranych pojmu, komplexnéji
to bylo pak ve dvou oblastech: a) zrani geometrickych pojmu (napf. VanHiele); b) pfechod
od aritmetiky k algebfe, na coz reagovaly i narodni i mezinarodni projekty (napf. celoitalsky
projekt ArAl; knizné vysly vysledky pod vedenim editorky N. Malara) a konference, coz se
odrazilo i v publika¢ni ¢innosti (napf. Springer: Aproaches to algebra). Jistym zplsobem
muUzeme souvislost s timto procesem sledovat jiz u analyzy didaktickych situaci navazujicich
na teorii didaktickych situaci G. Broussseaua (2002), diléim zpUsobem v souvislosti
s kritickym myslenim, ¢i dalSimi typy mysleni, které se na feSeni matematickych problémi
podileji. Vedle toho se vyskytovala cela fada dalSich vyzkum( narodnich &i individualnich
v souvislosti s profesnim rudstem autord (napf. doktoraty, habilitace), pro které proces
zobecnovani sice nebyl hlavnim sledovanym proudem, nicméné tvofil souast analyzy
sledovanych dat. Dnes se podobné ukryva proces zobecriovani ve vyzkumech vénovanych
Zakovské argumentaci.

Jen zfidka se popisu;ji jisté faze procesu zrani pojm(; napf. Van Hiele a rovinné Gtvary,
avSak praxe ukazuje i sociokulturni odchylky a zavislost zrani na dalSich faktorech jako napf.
na véku, ve kterém se poprvé cilené s rovinnym tvarem/Utvarem jedinci setkaji. Ani tento
vystup nelze pIné pfijmout na univerzalni Grovni. Ve vlastni praxi na 2.r. ZS i na VS jsem se
setkala se zobecnénim, které bylo vramci podnétd korektni, avSak ze SirSiho pohledu
nedostate¢né a ,zapouzdfené® natolik, ze pusobilo jako blokator dalSiho poznani. Jiny druh
zobecnéni nebyl z pohledu matematiky korektni, diky asociaénimu mysleni a ulpéni na
nepodstatnych jevech, nicméné o zobecnéni se jednalo. Kaput (1999) mluvi o fazich
algebraizace, zjednodusené: a) formalizace zobecnénych poznatk(, b) s oporou o vztahové
mySleni odvozeni vzorce, ¢) modelovani v rdmci argumentace k procesu zobecnéni, d)
prechod od zobecnénych poznatk( na urovni vypoctu k abstrakci a praci se vztahy (mezi
strukturami). To ovSem vylu€uje mentalni skoky, vhled, coz najdeme u talentd.

Jak se ukazuje i pfikladl ve sborniku Generalization in mathematics at all educational
leves z roku 2012. Zobecriovani je ve vyzkumech pojato spiSe implicitné, vezméme nejen
evropské vyzkumy 2z devadesatych let a pocatku 21. stoleti vénované modelovani
v matematice, kde model je jistym zjednoduSenim reality na jedné strané a na druhé strané
specifickou vizualizaci abstraktniho, coz s sebou nese nejen prezentaci jevd podstatnych,
ale uskali existence i jevl nepodstatnych.

5. Modely zobecnovani

V navaznosti na jiné obory i didaktika matematiky tvofila ve své historii fadu modeld,
které mély vystihnout proces zobecriovani. Modely Ize pfipodobnit k riiznym botanickym
modelim: vedle linearniho ¢i pouhého trojuhelnikového statického/dynamického je proces
zobecfiovani mozné vizualizovat jako strom, kvétenstvi lata, hrozen a podobné.
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Obréazok 1: Modely linearni jednosmérny, obousmérny, trojuhelnikovy, pyramidovy patrovy,
okolik, hrozen, tubusovy

Co je modelim spole€¢né? Vychazeji se zrozmanitych zkuSenosti jedince, ktery
postupem ¢€asu komparaci, zvédomovanim, zjednoduSovanim, korekci v zavislosti na
pestrosti situaci (v€etné didaktickych v matematice) dochazi do cile, ktery je prezentovan
jako vysledek zuzovani, redukce znak(l az se pfipadné vSechny cesty sejdou ,v jednom
bodé, na jedné urovni“. Jde o modely, které jistym zpusobem zjednodusuji, nékdy dokonce
idealizuji realitu, se kterou se student po nastupu do praxe setka.

Jsou ovSem Zz&ci, ktefi projdou urcitou fazi zobecnéni u jednotlivych skupinek, tam
provedou dil€i vice ¢i méné spravné zobecnéni, ale pak ,jedou v paralelnich kominech®, ty
nepropojuji a jiz dal zobectiujici kanal nezuzuiji: napt. pro zakyni JZ v 8. r. ZS existovaly
nasledujici Ciselné obory: ,zlomky, desetinné Cisla s kone¢nym desetinnym rozvojem - pry
racionalni, pak desetinna s nekone¢nym desetinnym rozvojem ..... to jsou moZna ta
iracionalni, nebo taky ne, pak realna, to jsou ta co jsou na Ciselné ose, ale tam jsou taky
pfirozena, ale s téma pod&itame, kdezto s realnymi ne.” llustrujme na kazuistikach, pro MS
v 8. r.: ,mame trojuhelniky, pak ctyfuhelniky, pak n-uhelniky a pak mnoho uhelniky“. Oba
zminéni zaci v feSeni i argumentacich prokazovali, Ze mluvi o riznych svétech, které toho
maji malo spolecného: pro JZ ,Cisla, neéktery nejdou zapsat, uz si nepamatuju ktery, asi pi*;
pro MS ,jsou v roviné, ale tam je i pfimka, ... musime rysovat usec¢ky? Jo a pocitame u n-
uhelnikd obsah, ... nékdy.*”

PFecenéni univerzalnosti modell a vyrazné zjednodusovani situaci mize vést k pocitu
uciteld, ze teorie je od praxe odtrzena. Toto Ize ukazat pfi algoritmizaci déleni se zbytkem
v oboru No jiz v6.r. ZS. Podobné& proces zobecfiovani postupuje ve hrach pii hledani
strategii, napf. u soliterni kalkulaéni hry Passians ,13" (na konferenci 2 dny s DM, dilna 16.
2. 2023) se Castgji vyskytuje proces blizky patrové pyramidé. V aktivité hledani hodnoty
povrchu (Kaslova, prednaska UK PEDF 15.6. 2021) se pfi praci s tabulkou proces
zobecnfovani blizi strategii hroznu, u postupu od popisu konstrukci k jejich programovani se
vyskytuje Casto linearni proces zobecnéni, u slabsich zakd model okolik.
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7. Zavéry

Konference CIEAEM74 v Malmé vroce 2023 opakované zdlUraziiovala jak
v jednotlivych pfispévcich, tak zavérech, ze pfedCasné zavedeni vzorcl blokuje mysleni
v daném oboru a hlubSi pochopeni dané problematiky. Snaha zavést rychleji zaky do urovné
abstrakce napf. prostfednictvim vzorcl Ci jako v sedmdesatych letech minulého stoleti
zavedenim pojmu mnozina jiz do 1.r. ZS se ukazuje jako naivni, nerespektujici zakovu
zkuSenost, zrani jeho nervové soustavy a ve svém disledku rychle déti déli na ty, ,kterym
Panbuh nadélil a kterym nikoli“. Matematika se tak stava doménou vyvolenych, maze tak
sméfovat k mechanickému zvladani feSeni bez hlubsiho pochopeni. Mason (1996)
pfirovnava zobecfiovani k Zivotodarné krvi matematiky, coz z RVP ZV neplyne.

To ukazuje na aktualnost diskuse k dané problematice zejména v dobé&, kdy uvazujeme
o zjednoduSeni a zménach v hodnoceni s oporou o kompetence v matematice, jejichZ
koncepce je zalozena na pouziti riznych druh( myslenkovych procesu. Sice hovofime o
mentélnich reprezentacich, ale nemame prokazatelné nastroje k tomu, abychom opravdu
védéli, na jaké urovné tyto reprezentace jsou. Zcela jisté Zak pfi komunikaci s okolim uziva
ty reprezentace, o kterych pfedpoklada, Ze jim bude druha strana rozumét, nebo ty, které
umi uzit, coz nemusi byt nutné to, s ¢im mentalné operuje, coZ souvisi s pouzivanim
komunikacnich kodl (Kaslova, 2006) i s didaktickym kontraktem (Brousseau, 2002).
Diagnostika Zaka na konci povinné skolni dochazky, ani znamkovani nevypovidaji nic o tom,
jak dalece obecné Zak v matematice mysli, ani zda a kde se pohybuje dominantné& na urovni
abstrakce. Nabizeji se otazky: zda je to mozné zjistit a jaky by to mélo smysl pro Zivot
samotného. Z diskusi na poslednich konferencich se ale jevi tato problematika kli¢ova pro
pojeti curiculi a u€ebnic, pfipadné didaktickych doporuéeni, v neposledni fadé vhodnou
formou i pro Zaka samotného.
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INTERAKTIVNE, KREATIVNE, ONLINE — PLATFORMA DESMOS

MIRIAMA KMECIKOVA

ABSTRAKT. V dne$nej digitalnej dobe prirodzene pouzivanie digitalnych technolégii
preniklo aj do Skolského prostredia a do vyucovania matematiky. Mnohé digitalne nastroje
dokazu ucitelom ulahcCit pracu na hodinach (ako napr. GeoGebra, HotPotatoes, Maple,
WolframAlpha a dalSie). Jednou z uzitoénych online platforiem je aj Desmos. Umozriuje
ucitelom zadavat a tvorit interaktivne aktivity aj so spatnou védzbou pre Ziakov. Pozrieme sa na
fiu z pohladu uéitela, ziaka aj z pohladu tvorcu uloh.

Vyuzivanie online platforiem na hodinach matematiky

Digitalne technolégie sa v Skolskom prostredi zaCali vo velkej miere pouzivat nie len na
informatike ale aj na inych predmetoch. Hlavnou motivaciou ziakov a ucitelov pre pouzivanie
tychto technoldgii je rozvijanie digitalnych kompetencii ziakov. Podla ramca DigComp 2.2
by mal kazdy ob¢an disponovat digitalnymi kompetenciami, ktoré su rozdelené do piatich
oblasti — informacie a datova gramotnost, komunikacia a spolupraca, tvorba digitalneho
obsahu, bezpecnost' a rieSenie problémov. Na hodinach matematiky je velky priestor na
rozvijanie tychto kompetencii — hlavne v oblasti rieSenia problémov, komunikacie
a spoluprace a tieZz datovej gramotnosti. V reakcii na tieto skutocnosti mame v su€asnosti
pri vyuCovani matematiky moznost vyuzivat Siroké portfélio digitalnych platforiem, nastrojov
aj e-learningovych kurzov. Didaktika digitalneho vyu€ovania matematiky sa tak stava témou
nielen vo vyskume, ale aj v priprave buducich ucitelov matematiky (Korenova, 2015).

S nastupom e-learningovych nastrojov a online platforiem prichadza otazka o kvalite
obsahu, ku ktorému sa mézu uditelia ale aj Ziaci dostat na internete. DalSou déleZitou
otazkou je aj to, Ci tieto materialy prispievaju k poznavaciemu procesu ziaka. Aby sa tak
dialo, je ddlezité, aby ziak poCas prace na ulohach dostaval spatnu vazbu (Sveda, Lukac,
Engel, 2006).

VyuZivaniu digitalnych technolégii na hodinach matematiky sa nevyhneme, ale je treba
dbat na to, aku kvalitu ma obsah, ktory Ziakom sprostredkuvame a & napomaha ich procesu
u€enia sa a rozvijaniu digitdlnych kompetencii Ziakov.

Platforma Desmos

Desmos je volne dostupna online platforma, ktora ponuka ucitefom a Ziakom priestor na
spolupracu nielen na hodinach matematiky, ale aj po€as prace na domacich zadaniach.
Umozriuje tvorit mnozstvo typov matematickych zadani, ktoré poskytuju Ziakom interaktivitu,
spatnu vazbu a pomoc v ich samostatnej poznavacej €innosti. Okrem toho obsahuje aj
dalSie funkcionality, ktorymi su graficka (2D aj 3D) a vedecka kalkulacka, rysovacie platno
¢i funkcia vypoctu matic. V nasledujucej €asti sa na aktivity vytvorené na tejto platforme
pozrieme z pohladu Ziaka, z pohfadu uditela aj z pohladu tvorcu uloh.

Desmos z pohl'adu tvorcu tloh

Na platforme Desmos je mozné vytvorit rozne typy uloh. Prehlad komponentov, ktoré
su k dispozicii je na Obrazku 1. Aktivita mdze pozostavat’ z viacerych snimok, priCom na
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kaZdej z nich po€et komponentov zavisi od povahy zadania ulohy a tvorca si ho sam navoli
pridanim komponentov. Ak si zvoli aktivitu na celu obrazovku, Ziadny iny komponent uz na
tuto snimku pridat neméze.

— i=] ,
= 3 I 4
Note Free Response Graph Sketch
poznamka volna odpoved graf nacrt
= =
V= 3= (] &
Math Response Multiple Choice Media Geometry
matematicky zapis vyber z moznosti média geometria
- 1= =2 S
Checkboxes | Ordered List Table Action Button
vyber z moznosti usporiadany zoznam tabulka tlacidlo

(1 spravna odpoved)

Fullscreen
aktivity na celu snimku

2 e

Graphing Calc Marbleslides
graficka kalkulacka gul'ocky
<= &
Card Sort Challenge Creator
spajanie kariet tvorenie vyziev
oo Cis
oo o
Polygraph Polypad
polygraf polypad

Obrazok 1: typy komponentov a aktivit na celt snimku

Komponenty sa daju navzajom prepoijit, bez ohladu na to, ¢i sa nachadzaju na rovnake;j
alebo na réznych snimkach aktivity. Tvorca uloh tak vie urobit pomocou tladidla
vyznaceného na Obrazku 2 vpravo hore. Po zakliknuti tladidla sa zobrazi okno, kde sa
naprogramuju vlastnosti daného komponentu. Tvorca uloh vie dany komponent nastavit tak,
aby dal Ziakovi po zadani odpovede spatnu vazbu. Pri kaZzdom komponente su k dispozicii
iné moZnosti programovania, najéastejSie upravy komponentov a kody k nim sa nachadzaju
v zalozke documentation (vyznacena na Obrazku 2). Ak je potrebné komponent upravit
spbsobom, ktory sa nenachadza v spominanej zaloZke a tvorca nevie kod sam vytvorit,
mnoho kodov a inSpiracii na Upravu komponentov najde v diskusnom fore na adrese
cl.desmos.com.
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Obrazok 2: upravovanie komponentov

Zaujimavou moznostou je aj vyuzitie aktivity na celt snimku s nazvom Polypad. Polypad
je taktiez online platforma urcena pre tvorbu matematickych uloh, ktord mézete so svojimi
Ziakmi pouzivat' aj nezavisle. Ponuka dalSie typy komponentov a tym rozSiruje moznosti pri
tvorbe aktivit. Ulohy vytvorené v platforme Polypad vie tvorca tloh jednoducho pridat aj do
svojej aktivity v Desmose.

Na platforme Desmos sa nachadza aj mnozstvo materialov pripravenych inymi ucitelmi,
ktoré si mdze kazdy tvorca skopirovat a adaptovat (napr. prelozit z cudzieho jazyka do
slovenéiny, zmenit niektoré nevyhovujuce komponenty alebo niektoré d&asti aktivity
odstranit). Takisto su aktivity tvorcu spristupnené ostatnym pouzivateflom, ¢o poskytuje
moznost zdielat’ svoje pripravené aktivity s kolegami. Ak si ale tvorca nepraje, aby boli jeho
aktivity spristupnené vSetkym pouzivatefom, vie si toto obmedzenie nastavit pre kazdu
aktivitu zvlast.

Desmos z pohl'adu ucitela

Ucitel si méze na platforme vytvorit' triedy zadanim mailovych adries Ziakov. V takom
pripade je potrebné, aby si Ziaci vytvorili svoje vlastné konto. Potom uZ iba vybera zo svojho
portfélia vytvorenych aktivit a zadava ulohy celej triede naraz. Ak ugitel' vyuziva platformu
iba obCasne a nechce vytvarat triedy, méze aktivitu Ziakom zadat’ aj pomocou kédu (vtedy
Ziaci navstivia adresu student.desmos.com a pomocou kddu sa prepoja na aktivitu), alebo
im poslat’ link na aktivitu. Pri Ziadnej z tychto moznosti nie je pre Ziakov nutné si vytvarat
konto. UCitel pri zadavani aktivity rozhoduje, ako dlho bude Ziakom pristupna na
vypracovanie.

Po zadani aktivity ma ucitel k dispozicii dashboard (horna liSta zobrazena na Obrazku
3, pod nou sa nachadza zoznam ziakov a ich odpovede), kde su zhrnuté informacie o tom
na ktorej zo snimok aktivity sa dany Ziak nachadza a aké odpovede Ziaci zadali. Odpovede
ostanu v dashboarde zozbierané aj po ukonéeni aktivity, ucitel sa k nim moze kedykolvek
vratit, odpovede ohodnotit a dat' Ziakom spatnu vazbu.

Ak je aktivita zadana poc€as hodiny matematiky, ucitel ma moznost pomocou tlaCidiel
(vyznaCenych na Obrazku 3 vlavo hore) usmerfiovat pracu ziakov. Pomocou tlacidla Pace
ucitel vyberie rozsah snimok, na ktorych mézu ziaci pracovat, tla¢idlo Sync to Me presunie
vSetkych Ziakov na snimku, kde sa prave nachadza ucitel a tlaidlo Pause zastavi vSetkych
Ziakov na snimke, kde prave pracuju. VSetky tlacidla zabraruju Ziakom presuvat sa v danom
Case na iné snimky aktivity.
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Obrazok 3: Dashboard

Desmos z pohladu ziaka

Ako uz bolo spomenuté v Casti pre ulitelov, ak chceme Ziakom spristupnit’ tlohy, ktoré
pre nich mame pripravené na platforme, mame na to dve moznosti. Ak ma ucitel vytvorené
triedy a ziaci maju vytvorené konto na platforme, zadané aktivity najdu po prihlaseni sa do
svojho konta. Ak Ziaci nemaju vytvorené konto, ugitel im poskytne kdd aktivity. Ziaci po
zadani adresy student.desmos.com uvidia obrazovku z Obrazka 4 a po zadani kédu svojej
aktivity sa na fu priamo prepoja.

Let’s learn together.

Enter your code

Obrazok 4: pripojenie do aktivity pomocou kédu

Vyhody a nevyhody

NajvacsSou vyhodou platformy Desmos je Siroké spektrum uloh, ktoré sa daju vytvorit.
Plusom je aj to, Ze si tvorca uloh priamo pri tvorbe aktivity vie nastavit’ spatna vazbu, ktoru
Ziak dostane hned po zadani odpovede - Ziakovi toto usmernenie mdze poméct
v samostatnej praci a ucitefovi pri opravovani Ziackych rieSeni. Pri hodnoteni prace Ziakov
je napomocny sumar odpovedi Ziakov, ktoré sa ukladaju a u€itel sa k nim méze kedykolvek
vratit. Platforma je tiez jednoducha a intuitivha na ovladanie, v pripade nejasnosti a otdzok
je k dispozicii diskusné forum s odpovedami. Ak ucitel nema ¢as na tvorbu uloh, vyhodou je
moznost adaptovat uz vytvorené ulohy.

Nevyhodou je, Ze platforma sa zatial neda pouzivat' v slovencine. Uzivatel ma ale na
vyber z viacerych svetovych jazykov, medzi ktorymi je aj angli¢tina. Na pouzivanie platformy
na hodinach matematiky je nutné pripojenie na internet a pri niektorych typoch aktivit, ktoré
sa nespravne zobrazuju na mobilnych zariadeniach aj iné technické vybavenie (napr.
tablety, notebooky, pocitace). V pripade, Ze Skola nema dobré internetové pripojenie
a technické vybavenie, je mozné pouzivat aktivity vytvorené v platforme aspori ako domace
zadania.
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Priklady aktivit

V nasledujucej Casti uvedieme niekolko adries, na ktorych moézete najst’ rézne typy
aktivit vytvorenych na platforme Desmos.

Aktivity:

0

0

Aktivita na celd obrazovku — guldcky (marbleslides) prelozena do slovenciny
https://teacher.desmos.com/activitybuilder/custom/602d82d5b244113a98e0ee
71

Aktivita na celd obrazovku — polygraf (polygraph) prelozena do slovenciny
https://teacher.desmos.com/activitybuilder/custom/623b6355b2d7395a2d7655
4a

InSpiracia na aktivitu — pribehy agrafy prelozena do slovenciny
https://teacher.desmos.com/activitybuilder/custom/602d7b3211e72e3a645f24

4e

InSpiracia na aktivitu — aktivita z workshopu na Dva dni s didaktikou matematiky
https://teacher.desmos.com/activitybuilder/custom/64f034f6569c13e5dce8192

e

UZito€né adresy:

U
U
U
U

Zaver

[1]

(2]

3]

Platforma Desmos - https://www.desmos.com/

Prihlasenie pre Ziakov - https://student.desmos.com/?r=w.hd
Diskusné férum - https://cl.desmos.com/

Aktivity od inych tvorcov - https://teacher.desmos.com/?r=w.hd

Platforma Desmos stoji za vyskuSanie hlavne preto, Zze sa v nej spajaju digitalne
technologie s moznostou tvorby mnozstva réznych typov uloh. Ug€itel ma stale pod kontrolou
obsah aktivity, kedZe aj aktivitu, ktoru preberie od iného tvorcu si mdze upravit. Pouzivanie
platformy tiez ucitefom umoznuje ulahCit si pracu pri opravovani Ziackych rieSeni
a poskytovani spéatnej vazby.
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ARGUMENTACIA V SKOLSKEJ MATEMATIKE
IVETA KOHANOVA

V poslednom desatrodi viacero krajin vyzdvihlo potrebu klast vacsi déraz na Ziacku
argumentaciu, matematické uvazovanie a zddvodnovanie. Takyto trend neobchadza ani
Slovensko a prispdsobuju sa mu aj uéebné osnovy. Predmet matematika je na realizaciu
tohto ciela obzvlast vhodny, lebo na rozvoj argumentacie méze vyuZit svoj su¢asny obsah
bez toho, aby ho nejako podstatne rozsiroval alebo dopinal.

Z vyskumu, ktory sme uskutoénili v ramci EU projektu MaTeK, vieme, Ze mnoho ugitelov
(nielen na Slovensku) by rado zlepSilo Ziacke kompetencie v oblasti argumentacie a
zdbévodhovania, no nevedia, ako na to, a to aj pre nedostatok vhodnych ucebnych
materialov. V prispevku predstavim zbierku Gloh pre 5.-9. roénik ZS, ktora vznikla v ramci
projektu MaTeK, a ktora bude dufajme dobrym pomocnikom pri rozvijani argumentacie a
matematického uvaZovania v8etkych ZiaCok a Ziakov. Predstavim typy uloh, ktoré vedu k
argumentacii, k porovnavaniu rieSeni, ich hodnoteniu a k diskusii a tieZ pripomeniem rézne
typy argumentacie, s ktorymi sa mozno stretnut’ v Skolskej matematike.

Zaznam prispevku je dostupny na:
https://www.youtube.com/watch?v=SpCjdYkn5f4&t=595s

Prispevok vznikol v ramci projektu H2020 ¢. 951822 ,Enhancement of Research
Excellence in Mathematics Teacher Knowledge®, MaTeK, https://www.projectmatek.eu/

PaedDr. Iveta Kohanova, PhD
NTNU, Gunnerus gate 1,
Trondheim, 7080, Noérsko
Iveta.kohanova@ntnu.no
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ZOBRAZOVACI METODY NEJEN V TECHNICKE PRAXI

MARTIN KUKUCIK

Abstrakt. Prispévek vychazi z diplomové prace Zobrazovaci metody pro technickou praxi
a zaméruje se zejména na propojeni deskriptivni geometrie a matematiky. Vénuje se nazornym
axonometrickym promitanim a zobrazeni elementarnich téles a jinych objekti v téchto
pomitanich. V pfispévku se podivame na kapitoly s didaktickym pfesahem.

KdyZ si koupime novy nesmontovany nabytek a rozhodneme se jej sloZit, prvni, co
potfebujeme, je navod na montéz. V ndvodu oCekavame obrazky, ze kterych nam bude
ziejmé, jak mame postupovat. Obrazky v navodech chceme mit v nazorném promitani.
Nazornych promitani mame nékolik a mizeme si z nich vybirat. Podivejme se na nazorna
axonometricka promitani, se kterymi se muzeme setkat i v matematice, zejména v kapitole
stereometrie. Souc¢asti RVP ocekavanych vystupll pro gymnazia je, aby zak zobrazil ve
volné rovnobézné projekci hranol a jehlan a FeSil stereometrické ulohy motivované praxi.
Kromé samotnych konstrukci ve volném rovnobézném promitani je €asto dllezity dobry
nacrt. Dobry nacrt nam muize u nékterych uloh zna¢né zjednodusit feSeni.

Nejvic rozSifeny zplsob zobrazovani v technické praxi je pravouhlé promitani na nékolik
praméten. PFi promitani na dvé a vice priméten volime primétny tak, aby byly na sebe
kolmé. Objekt tak mizeme promitnout az na Sest navzajem kolmych priméten (obrazek 2),
které miazeme reprezentovat sténami krychle. Obvykle se vSak promita do dvou nebo tfi
praméten (obrazek 1).

e

Obrazek 1 — rotacni valec v promitani na dvé  Obrazek 2 — zobrazeni domu v promitani na Sest
navzajem kolmé pramétny pruméten

Nézornost je ale v téchto promitanich mala. V navodu ke smontovani skfiné nebo k
nazorné ukazce tvaru télesa v ucCebnicich matematiky je potfebné zvolit nazornéjsi
promitani, napfiklad axonometrii. Axonometrii budeme rozumét rovnobézné promitani
utvard spojenych s pevné zvolenou kartézskou soustavou soufadnic v prostoru Es na jednu
pramétnu. Pfitom budeme promitat tak, aby primétem os soufadnic byla trojice rliznych
pfimek (obrazek 3). Na zakladé analytického vyjadreni, které Ize najit v [1] se daji specialni
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typy axonometrii zavést pomoci uhlld, které sviraji soufadnicové osy a poméru
axonometrickych jednotek z obrazku 3. Na obrazku 4 jsou uvedeny nej¢asté&jSi volby
specialnich typl axonometrii a jejich ur€eni.

Obrazek 3 — zadani axonometrie pomoci axonometrickych os a axonometrickych jednotek

uhel, ktery sviraji soufadnicové osy pomér jednotek
nazev promitani _— - C
x“y 'z Xz Je+dy -
vojenska perspektiva 90° 135° 135° 1:1:1
90° 135° 135° 2
planometrie 1:1:—
90° 150° 120° 3
kavalirni perspektiva 135° 90° 135° 1:1:1
technicka isometrie 120° 120° 120° 1:1:1
S . 1
technické dimetrie 132° 97° 131° 1: > :1
. , . 1
kabinetni axonometrie 135° 90° 135° 3 11

Obrazek 4 — tabulka nejcastéjsi volby specialnich typ( axonometrii a jejich uréeni

Pfi pohledu na posledni fadek tabulky na obrazku 4 pfipominaji hodnoty standartni volné
rovnobé&zné promitani. Nejedna se ovSem o volné rovnobézné promitani. Ve Skole se volné
rovhobézné promitani vyuziva, jednd se o vysledek kabinetni axonometrie. Volné
rovnobézné promitani pracuje se pouze s priméty, které jsou vysledkem kabinetni
axonometrie. Nepfidavaji se dalsi praméty — napfiklad do pudorysny, aby bylo promitani
vzajemné jednoznacné. Musime dodat informaci, které téleso zobrazujeme. Dodrzi-li se
vSechna pravidla zobrazovani v kabinetni axonometrii, v€etné popisu bodu, jedna se o
vzajemné jednoznalné zobrazeni. Ve stfedoSkolské matematice zobrazujeme ve volném
rovnobé&ézném promitani zejména hranata télesa. Primét oblych téles, napf. rotacniho valce
nebo koule je slozitéjsi. Kdyz jsem zadaval zakim ukol nacrtnout obraz krychle a obraz
rotacniho valce, nejCastéji se objevily priméty na obrazku 5.
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Obrazek 5 — prumét krychle a rotacniho valce

Nasledoval Ukol — vepsat pramét rotacniho valce do primétu krychle. Zde narazime na
problém (obrazek 6). Elipsa, ktera je primétem podstavy rotacniho valce, se nedotyka vSech
pramétd hran podstavy krychle. Priméty téles tedy byly sestrojeny v rliznych promitanich.
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Obréazek 6 — prumét rotacniho valce vepsaného do krychle

Zatimco pramét krychle odpovida kabinetni axonometrii, primét rotacniho valce byl
sestrojen v technické izometrii. Kazdé z uvedenych promitani ma své vyhody a nevyhody.
DalSi nevyhoda kabinetni axonometrie je napfiklad zobrazeni télesovych uhlopficek
v krychli. Nastava situace, kdy primét jedné uhlopficky v €asti splyva s praméty hran

technickou dimetrii, ve které jsou praméty uhlopfi¢ek nazorngjsi
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Obrazek 7 — tabulka pfehledu priméti elementarnich téles v axonometrickych promitanich

Obcas se setkdvame s nespravnymi primety nékterych téles, jak je tomu napfiklad na
obrazku 8. Poloha soufadnicovych os ukazuje na kavalirni perspektivu nebo kabinetni
axonometrii. Obrysem koule je kruznice, pficemz poledniky se protinaji v severnim pdlu,
ktery jeZi na obrysu koule. Pfi pohledu na obrazku 7 vidime, Ze ani v jednom pfipadé
nemuzou lezet poly na obrysu koule. Chceme-li zachovat obrys koule jako kruznici, musime
zvolit axonometrické promitani, napfiklad technickou izometrii (obrazek 9).
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Obrazek 8 — nespravny prumét koule, prevzato z Obr. 9 — priklad spravného zobrazeni
file.///C./Users/42077/Downloads/03%20Zem% obrazku 8
C4%9B%20jako%20vesm%C3%ADM%C3%A9%20t%C4%9Ble

50%20(1).pdf

Zobrazovani je dulezitou soucasti nejen matematiky, technické praxe ale i kazdodenniho
Zivota. Pomaha takeé rozvijet prostorovou predstavivost, ktera je soucasti riznych 1Q test.
Zakim je napomocné pfi feSeni polohovych a metrickych uloh nejen ve stereometrii. Dobry
nacrt fekne napfiklad v analytické geometrii mnohdy vice, nez popis pomoci rovnic.
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MATEMATICKE ULOHY NA ROZVOJ INFORMATICKEHO MYSLENIA V
PROSTREDi <COLETTE/>

JANKA MEDOVA

Odhaduje sa, ze do roku 2030 bude 80% pracovnikov v technickych a prirodovednych
odvetviach potrebovat k svojej praci programovanie. Schopnost rieSit’ tlohy a problémy
pomocou pocitaCov a programovania sa nazyva computational thinking (informatické
myslenie) a medzi hlavné zru€nosti v tejto oblasti patri (i) abstrakcia, (i) algoritmické
myslenie, (iii) automatizacia, (iv) dekompozicia, (v) debugging a (vi) zovSeobecnenie
(Bocconi et al., 2016). Vzhladom na Uzke prepojenie tychto schopnosti so schopnostou
rieSit matematické problémy nie je prekvapujuce, Ze sa informatické myslenie v mnohych
europskych krajinach dostalo do u€ebnych osnov matematiky.

V prvej €asti workshopu sme rieSili ulohu z pravdepodobnosti, ktora viedla k aktivite
vyuzivajucej informatické myslenie, k simulacii nahodného procesu pomocou pocitaca.
Ukazalo sa, Ze pre uspesnu realizaciu simulacie su potrebné tak vedomosti o technoldgiach,
ako aj viaceré zru€nosti informatického myslenia, ako aj konceptualne pochopenie
rozdelenia pravdepodobnosti.

V druhej Casti workshopu bol predstaveny systém <colette/>, ktory vznikol v ramci
rovhomenného medzinarodného projektu (https://colette-project.eu) a vyrieSime niekolko
ukazkovych uloh (Milicic et al., 2021; Schmidthaler et al., 2023). Systém colette pozostava
z dvoch &asti, webového portalu pre tvorbu gradovanych sérii uloh a aplikacie pre Studentov,
kde mdzu zadat' ich rieSenie a skontrolovat si jeho spravnost. Na workshope u€astnici v
skupinach riesili ulohy o stavbach z kociek, ktoré vyuzivali okrem automatizovanej kontroly
koédu aj vizualnu kontrolu spravnosti rieSenia pomocou rozsirenej reality. Zadania uloh su
dostupné v <colette/> aplikacii ako trasy Cislo P31312 a P17311.

V zavere worskhopu boli zhodnotené silné a slabé stranky prezetnovanych uloh a
moznost’ ich vyuzitia vo vyu€ovani matematiky na Slovensku.
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AKO VNIMAME "=" ?

EmiLiA MITKOVA

ABSTRAKT. V prispevku sa od konkrétnej motivacie z vyucovania dopracujeme
k dblezitosti vnimania ,rovna sa“ ako stavu. Zdéraznime vyznam vnimania identity.

Vzajomna komunikacia ucitela a ziaka ma pri rieSeni Uloh rézne Specifika. Stava sa, ze
ucitel, ktory najprv v hlave rychlo vyhodnoti spravnost rieSenia, sa nasledne pri prvom
komentovani a hodnoteni uloh CastejSie priklana ku konStatovaniam ako napriklad: ,, Je to
dobre.”, ,Je to zle*, ,To sa rovna.“, ,To sa nerovna®“. Su to vyjadrenia vyjadrujuce stav. Na
druhej strane, Ziak ¢asto reaguje: ,Urobil som to a to“, ,Takto som to upravil®. Taky Ziak pri
komunikéacii v prvych chvifach neopusta uvaZovanie v €innosti. Napriklad rieSenia a
vyjadrenia Studentov na obrazku 1 a obrazku 2.

lim (x+1)(x3+5x%+3x) . x3+5x2+3x lim x3+5x243x
xX——2 (x2—4)(x+1) x—>=2 x2 x—=2 —4

Obrazok 1: Student: ,Rozdelil som zlomok.“

1
. sin2x . \sin2x | 1
lim =lim——=1+-
x—»0 3x x—0 2x+ b

Obrazok 2: Student: , Viybral som si jednotku.*

Je délezité najst’ ,spolocnu re¢”. Ak by ucitel ostal len na konStatovani stavu a Ziak len
na opise Co urobil, k naprave rieSenia by zjavne nedoslo. Vacsinou je to ucitel (€o je vlastne
jedna z jeho uloh), ktory sa snazi pozriet na ulohu o¢ami daného ziaka, prepne sa do stavu
¢inného riesitela a zaCne klast pomocné otazky, ulohy. No na rozdiel od Ziaka, ostava ucitel
Casto (mozno vzhladom na svoje skusenosti s vyhodnocovanim spravnosti) zamerany na
stav. Napriklad, ked si pri uprave vyrazov vedome drzi podmienku, Ze vyraz nalavo od
,Fovna sa“ sa ma rovnat’ vyrazu napravo od ,rovna sa“. A az v kontexte tejto podmienky
uvazuje ¢o mbéze a €o nembze urobit’.

Je dobré si uvedomit, Ze k takejto odliSnosti pohladov mdze pri komunikacii nastat.
Zameraniu na proces a koncept sa venovali uz autori (Gray & Tall, 1991). S ich ilustraciou
procesu, konceptu a zavedeniu proceptu sa sice skér stretneme na didaktike matematiky
prvého stupna (obrazok 3), no vyjadrenia: , ...uvazujeme o dualite medzi procesom a
konceptom v matematike, osobitne o tej, v ktorej sa rovnaky znakovy systém pouziva ako
pre proces (taky ako je sCitanie dvoch €isel 3 + 2 tak i pre produkt tohto procesu (sucet 3 +
2) ... Dvojznagnost zapisu umozriuje mysliacemu Cloveku pruzne v myslienkach prechadzat
od procesu, ktorym daku ulohu riedi ku konceptu, pomocou ktorého s fiou manipuluje ako
Castou SirSej mentalnej schémy.” (In : Hejny, 1999), vieme Sikovne reflektovat aj v situaciach
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pocitania vy$sie uvedenych limit. Napriklad uvedomenie si identity x? — 4 = (x — 2)(x + 2)
by mohlo vyrazne napoméct k spravnemu vyrieSeniu Ulohy. Vnimanie x? — 4 ako ,od x?
odpocitaj 4“ dava Studentovi iné moznosti manipulacie ako vnimanie x2? — 4 je suéin (x —
2)(x + 2). Dalej aj uvedomenie si, Ze pre vhodné x vieme x2 — 4 identifikovat ako obsah
Stvorca so stranami (x — 2) a (x + 2) nam opat rozSiri naSe moznosti v rieSeni réznych
uloh.

Counting all
o 00 [ N
three plus two is  one two three four five
|PROCESS | pius | PROCESS)
| Counting on I
(o o0 oo
three plus two is (three) four five
|PrROCEPT| pius | PROCESS]
three plus two is 3 + 2 5
| PrOCEPT pius| PROCEPT]

Obrazok 3

Pozrime sa teraz podrobnejSie, ¢o o identite uvadza (Hejny & kol, 1990): ,ldentita Ci
rovnost — to je uvedomenie si toho, Ze dve rézne pomenovania znamenaju to isté. Napriklad

V2 a \/2—7 alebo sin 15° a cos 75°, alebo (x + y)? a x? + 2xy + y? a pod. Zmysel identity je v

tom, Ze umozZnuje pre skumany objekt zvolit to meno, to vyjadrenie, ktoré je v danom
kontexte najvhodnejSie.“ To je vlastne zhrnutie dévodu, preco je posilfiovanie vnimania
identity délezité.

Ukazka ulohy, ktorou moze ucitel fTahko overit’ €i Ziak spravne identifikuje identitu je na
obrazku 4.

8+7= | +4=

Obrazok 4

Hoci sa ,rovna sa“ vyuziva na prvom stupni aj v Ulohe znaku pre porovnanie, tato jeho
funkcia vyjadrujuca stav ,pravej“ a ,favej strany” byva ¢asto na vy$§om stupni opomenuta.
No nielen vykonavanie postupnych Uprav vyrazov podla zadefinovanych pravidiel, ale aj
uvedomenie si identit je potrebné podporovat a posilfiovat aj na druhom a aj na tretom

65



stupni. Doprajme teda Ziakom dostato¢né mnoZstvo uloh, aby sa ich vnimanie ,rovna sa“
posilnilo.
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PRAVDEPODOBNOSTNi ABAKUS A CHIP FIRING

JAN SEDLAK

ABSTRAKT. Pravdépodobnostni abakus pfedstavuje malo znamy nastroj slouzici k vyuce
Markovovych fetézcu. Tyto fetézce jsou kli¢ovym prvkem pravdépodobnostniho a statistického
zkoumani, nachazeji uplatnéni napri¢ raznymi disciplinami, véetné modelovani, strojového
uceni a ekonomie. Cilem pravdépodobnostniho abaku je intuitivni a snadné predstaveni téchto
komplexnich konceptli béhem vyuky. V tomto struéném prispévku si predstavime tento nastroj
a prostrednictvim nékolika jednoduchych priklad( nahlédneme do jeho praktického vyuZiti.

Uvod

V tomto ¢lanku se seznamime s nastrojem, ktery ma mimofadny potencial pro vyuku
nejen kombinatoriky a pravdépodobnosti na stfednich Skolach, ale také pro sloZitéjsi témata,
jako jsou teorie graf(, a predevSim Markovovy Fetézce. Inspiraci pro vytvoreni tohoto
nastroje byly pravé Markovovy fetézce a jejich inovativni vyuka, kterou inicioval némecky
matematik Arthur Engel. V dal8i ¢asti clanku se nebudeme zabyvat podrobnym teoretickym
vysvétlovanim fungovani této metody. Namisto toho se zaméFfime na praktické vyuziti a
pfedstavime dva pfiklady, na nichZz ukazeme a popiSeme pravdépodobnostni abakus. Prvni
uloha je velmi jednoducha, slouzi pouze k vysvétleni celého procesu, zatimco druha uloha
pfedstavuje vyzvou i pro mnohé stfedoSkolské ucitele. Pfekvapivé je, Ze s pomoci ji Ize
vyfes8it s minimalnim usilim, aniZz bychom museli mit hlubSi znalosti matematiky. | kdyz se v
tomto ¢lanku nebudeme podrobné vénovat teorii, uvedeme zde odkazy na plvodni ¢lanky
zabyvajici se pravdépodobnostnim abakem. Tam Ize najit podrobna a formalné dokazana
tvrzeni, o ktera se budeme pfi feSeni priklada opirat [1,2]. V nasledujici kapitole pfedstavime
pravdépodobnostni abakus a proces Chip firing. Pfi popisu by bylo vhodné pouzivat
terminologii teorie graft, tj. hrany, vrcholy a podobné&, nicméné pro Ucely tohoto pfispévku
bude vhodné se témto termindm radéji vyhnout, nebot jednim zcild tohoto ¢lanku je
pfedstaveni této metody v takové formé, aby bylo mozné ji vyuzit i pfi vyuce na stfednich
Skolach, kde se studenti obvykle s teorii grafli nesetkaji.

Proces Chip firing a pravdépodobnostni abakus

Pravdépodobnostni abakus si mizeme predstavit jako deskovou hru pro jednoho
hrage. Uloha, kterou budeme Fesit, vytvofi herni plan, na ktery umistime Zetonky (chips),
které nasledné budeme posouvat po hracim planu. Po néjaké dobé hra/proces konci a my
z vysledk( této hry mizeme vyhodnotit pravdépodobnost rGznych jevi. Abychom mohli
pravdépodobnostni abakus spravné popsat a okomentovat, je vhodné nejprve se zaméfit na
proces zvany Chip firing.

V tomto kontextu mdazeme Chip firing pfedstavit jako pravidla pro posouvani Zetonkl po
hraci ploSe. Na nasledujicim obrazku vidime hraci plan, ktery je sloZzen ze tfi polic¢ek, na
kterych mohou byt umisténé Zetonky (Cerné tecky). Pro lepSi pochopeni procesu a tvorby
pravdépodobnostniho abaku uvedeme i Ulohu, ke které se nasledujici abakus vztahuje.

~Héazime spravedlivou kostkou. Pokud hodime liché &islo, vyhravame. Hodime-li &islo 6,
hazime znovu. Pokud hodime Cislo 2, nebo 4, prohrdvame. “

Hraci plocha, kterou jsme vytvofili pro tuto ulohu, ma tfi policka. Stfedni policko
reprezentuje stav, kdy hazime kostkou. Poli¢ko vpravo pfedstavuje nasi vyhru a policko
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vlevo reprezentuje nasi prohru. Pokud z jednoho stavu mizeme prejit do druhého, do
hraciho planu zakreslime orientovanou Sipku. U vSech Sipek si navic napiSeme takzvanou
pfechodovou pravdépodobnost. Tato hodnota odpovida Sanci, Ze se z jednoho stavu
dostaneme do druhého. Z prostfedniho policka se dostaneme do poli¢ka oznadujici vyhru

s pravdépodobnosti % Hodime-li Sestku, zlistavame na stejné pozici, nebot hazime znovu.

Proto na obrazku vidime Sipku vedouci zpét do prostfedniho vrcholu s pravdépodobnosti %

Posledni Sipka nas vede na policko, které odpovida prohravajicimu stavu. Jelikoz
prohravame pfi padnuti €isla 2 a 4, Sipka je ohodnocena pfechodovou pravdépo-
dobnosti % Nyni zbyva uz jen vysvétlit, jak probiha posouvani neboli stfelba (firing)
Zetonk (chips). Na obrazku vlevo mame umisténo 7 Zetonk( v centralnim stavu. Nyni
pfesuneme maximalni mozné mnozstvi Zetonkl mezi jeho sousedni policka (tj. policka,
kterym vede $Sipka). Zetonky pfi procesu nemdzeme délit. Proto vezmeme pouze 6
Zetonkd, které prerozdélime. TFi Zetonky pljdou vpravo (polovina z Sesti), jedna tfetina
Zetonku bude posunuta vlevo (to jsou dva zZetonky) a jeden Zetonek se vrati zpét do
stejného vrcholu. Posledni Zetonek, ktery lezel na prostfednim polic¢ku, zlistane na svém
misté. PovSimnéme si také, Ze nékteré stavy v sobé hromadi Zetonky, nebot z nich uz
nevede zadna Sipka. Takové stavy budeme oznacovat jako absorpc¢ni. Ostatni stavy
budeme oznacovat jako tranzitni.

Nyni mGzeme prfejit k feSeni prvniho pfikladu, na kterém si dovysvétlime zbyvajici
pravidla, ktera musime pfi hie dodrzet, pokud chceme pravdépodobnostni abakus Uspésné
pouzit.

=
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Prvni ulohu, kterou vyfeSime pomoci pravdépodobnostniho abaku, bude klasické uloha,
ktera zni takto.

»,Hodime dvakrat spravedlivou minci. Jaké je pravdépodobnost, Ze nam padne dvakrat
orel?*

Nejdfive si sestavime hraci pole — vypiSeme si v8echny moznosti, které mohou nastat
a jednotlivé stavy propojime Sipkami.

Na obrazku vidime hraci plan. Policko, které odpovida zacatku procesu je oznaceno
slovem ,Start (i v dalSich pfikladech budeme takové policko oznaCovat jako startovni).
Nasledné nakreslime Sipku vedouci na poli¢ko s ozna¢enim ,O_“ (to odpovida tomu, Ze
jsme prvnim hodem hodili orla) a stejné ohodnocenou Sipku vedeme i do stavu, ktery
odpovida tomu, Ze padne panna (policko s oznacenim ,P_*). Obdobné jsou oznacena i
ostatni policka, napfiklad znacku ,,OP“ nese policko, které odpovida stavu, kdy jsme hodili
nejdfive orla a nasledné pannu.

Nyni pfejdeme k pouziti abaku. Do startovniho vrcholu budeme vhazovat nové Zetonky a
vzdy kdyZ né&jaky stav bude moci Zetonky vystelit, vystreli je. Zetonky vhazujeme do
abaku tak dlouho, dokud nejsou vSechny tranzitni stavy opét prazdné. Ve chvili, kdy se tak
stane, proces zastavime.

Obrazek 1: Chip firing: vrchol pred stfelbou a po stfelbé (*stfelba = posun Zetonku)

Prvni tloha: hod minci
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Hraci pole pro pfiklad 1

Vysledna pravdépodobnost, tedy odpovéd na otazku: ,Jaka je pravdépodobnost, Ze
padne dvakrat orel?”, odpovida poméru pocétu Zzetonk( v pfisluSném absorp&nim vrcholu ku
poctu Zetonkd, které jsme do abaku pfidali celkem.

V tomto pfikladé nam vychazi, Ze pravdépodobnost, Ze se nam podafi hodit dvakrat orla
je pravé % coz odpovida jednomu Zetonku v pfislusném absorp&nim vrcholu ku poc¢tu vSech
Zetonkd, které jsme museli do abaku pfidat.

Mozna si nyni fikate, Ze tato metoda vypoctu je zbytecné slozita, a Ze vysledek mizeme
vidét uz z hraciho planu. U tohoto jednoduchého pfikladu je to pravda, avSak u sloZitéjSich
prikladll, kdy nemusi byt ani vzdalené zifejmé, jaka je vysledna pravdépodobnost, mizeme
postupovat uplné stejnym zplsobem. Pravé na jeden takovy pfiklad se nyni podivame.

SN N S
ANANANANANA
oA AN N

AAAWAWAWA

Obrazek 3: Pravdépodobnostni abakus, proces posouvani Zetonku
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Druha uloha: Shoda v tenisu

Druha uloha je mnohem slozitéjSi. Pfi feSeni uloh jako je tato se mnohdy nemizeme
vyhnout pokrodilym technikdm jako jsou pravé Markovovy fetézce anebo séitani
nekonec¢nych fad. Jedna se o klasickou ulohu, ve které chceme vypocitat pravdépodobnost,
s jakou tenisti vyhraji zapas. Uloha zni takto:

»lenisovy zapas se dostal do situace tzv. shody. V takovou chvili maji oba hraci shodné
bodu, nejblizsi bod se pocita jako vyhoda pro toho hrace, ktery jej ziskal. Ziska-li tyZz hrac
nasledujici bod, vyhravéa hru. Kdyz jej neziska, opét nastava shoda. Podavajici hrac, fikejme
mu hra¢ A, ma Sanci na ziskani bodu § zatimco druhy hraé, oznaéme ho hraé B, ma Sanci
pouze é Urcete pravdépodobnost, s jakou hrac¢ A vyhraje hru.”

Nejprve si sestavime hraci pole, zfejmé& budeme mit pét poli€ek, které vidime na
obrazku 4. (Tranzitni policka: shoda, vyhoda hrace A, vyhoda hrace B a absorpéni stavy:
vyhra hrace A, vyhra hrace B.)

OO0 OrGHEOM0 O:GE0i0L0

wine

3

OTREROM0 ©0E0R010 oredokoio

wins

3

OrerO0790 0020200 Orotoioio

Obrazek 4: tenisovy zapas

dlouho cely proces potrva. V uvodnim pfikladu jsme védéli, Ze minci hodime dvakrat, ale
v tomto pfipadé nevime, jestli zapas potrva dal$i dva mi¢ky anebo tfeba sto mick{. Abychom
tento pfiklad vyfesSili pomoci pravdépodobnostniho abaku, je tfeba vyuZit jednoho triku. PFi
pouziti stejného postupu jako u prvniho pfikladu nemizeme uspét, nebot budeme-li pfidavat
do abaku Zetonky, uz nikdy nenastane situace, kdy vSechny Zetonky opusti tranzitni vrcholy.
Cely proces by tak nikdy neskoncCil a abakus by slouzil jen k ziskani aproximace
pravdépodobnosti. Proto tentokrat nezaneme s prazdnym hracim polem, ale na kazdé
tranzitni policko umistime maximalni mnozstvi Zzetonk(, pfi kterém stav nemiize Zetonky
vystrelit. ProtozZe kvuli pfechodovym pravdépodobnostem budeme pocty Zetonkl délit tfremi
(pfi vystfelu posouvame jeden zetonek vlevo a dva zetonky vpravo), je tfeba na kazdy
tranzitni poliko umistit dva Zetonky. Nyni stadi zagit proces pfi stavu shody. Zetonky
pfidadvame tak dlouho, dokud se na hraci ploSe neobjevi opét stejné po&ateéni rozmisténi
Zetonkd. Vpravo na obrazku mizeme vidét cely proces. (Pozn. Pravé pfidané Zetonky jsou
Cervené. V absorp&nich vrcholech pocitame pocty zetonkd Cisly.)

Na konci procesu vidime, Ze v absorp&nim vrcholu, ktery odpovida vyhfe hrace A, jsou
Ctyfi Zzetonky. Celkem jsme do abaku pfidali pét Zetonkl, proto pravdépodobnost vyhry

prvniho hrage je =, tedy 80%.
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Zaver

Zavérem musime zminit nékolik faktd, které sice nejsou zfejmé, ale z davodu stru€nosti
a Ctenarské nenaroCnosti jsme tyto informace zamérné vynechali. VySe uvedeny postup
vzdy vede k vysledku, po¢atecni rozmisténi zetonkl se musi zopakovat, pokud do abaku na
zacatku hry umistime maximalni mnozstvi Zetonku, které nespusti zadnou stfelbu. Béhem
procesu jsme vyuzivali faktu, Ze nezalezi na tom, v jakém pofadi Zetonky stfili v pfipadé,
kdy existuje vice stavl, které mohou vystielit. Tyto a mnoha dalsi tvrzeni (i jiné aplikace)
abaku Ize nalézt v ¢lancich, které jsme zminili jiz v dvodu. V tomto struéném ¢&lanku jsme
predstavili pravdépodobnostni abakus a jeho pouZiti na dvou pfikladech, které se velmi lisi
obtiznosti. Budete-li chtit na stfedni Skole probirat kombinatoriku a pravdépodobnost hravou
formou, pak pravé pravdépodobnostni abakus muze pfedstavovat ten spravny nastroj.
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STUDENTI SO ZRAKOVYM’POSTIHNUTiM SKUMALI VLASTNOSTI
FUNKCIi POMOCOU ZVUKU

MARIA STANKOVICOVA

ABSTRAKT. V prispevku sa podelime o skusenosti so Studentmi so zrakovym postihnutim
pri pouzivani aplikacie Desmos — Graphing Calculator. V rdmci medzinarodného tabora ICC
2023 (International Camp on Communication and Computers 2023) sme pripravili workshop
s témou Audio tracing of graphs, ktorého naplriou bolo skiumanie viastnosti funkcii pomocou
zvuku. Portal desmos.com pontka Siroké vyuZitie vo vyu¢ovani matematiky, no zamerali sme
sa na pracu s aplikaciou Graphing Calculator, ktora umozriuje doplnit vizualnu reprezentaciu
hodnét funkcie zvukom. Zvukova reprezentacia vlastnosti funkcie je pre Studentov so zrakovym
znevyhodnenim uzitoénym zdrojom informacii. Nevidiaci Studenti pouzivali aplikaciu s ¢itacom
obrazovky a slabozraki Studenti pouzivali zvd¢Sovac obrazovky. Tzv. ozvucené grafy mbzu byt
zaujimavou pomdéckou aj pre Studentov, ktori nemaju zrakové postihnutie.

PrileZitost tvori uditel’'a

Hlavnou myslienkou medzinarodného pocitacového tabora ICC je podpora mladych fudi
so zrakovym postihnutim pocas Studia, aby mohli plnohodnotne rozvinut' svoj potencial
v odboroch, ktoré ich zaujimaju [1]. Organizacia je vysledkom spoluprace réznych institdcii,
ktoré sa venuju mladezi so zrakovym postihnutim (Skoly, univerzity, centra podpory, Unie,
nadacie). Tento rok sa konal 28. ro€nik s 35 u€astnikmi z 13 krajin. Komunikacnym jazykom
bola angliétina. Hostujucou krajinou bola Ceska republika [2].

V ponuke bolo 30 vSestranne zameranych workshopov na IKT, asistenné technolégie,
uzito€ny softvér pre pouzivatelov so zrakovym postihnutim, rozvoj prezentacnych zruénosti,
orientaciu v priestore a rozne volnoCasové aktivity.

Centrum podpory Studentov so Specifickymi potrebami na Univerzite Komenského patri
do organizaéného timu a podiela sa na priprave workshopov. Ponuku z nasej strany tvorili
dva workshopy — Python on the web, na ktorom sme sa s u€astnikmi venovali zakladnym
programovacim konceptom v jazyku Python a Audio tracing of graphs, na ktorom sme
uCastnikov oboznamovali s aplikaciou Desmos — Graphing Calculator [3]. Predpokladame,
Ze skusenosti, ktoré sme ziskali, m6Zu byt uZitocné pre ucitefov matematiky.

Pouzivanie technologii

Na zaklade schopnosti rozpoznavat a interpretovat’ vizualne podnety méZzeme rozdelit
Studentov so zrakovym postihnutim na dve zakladné skupiny — slabozrakych a nevidiacich.
Kazda skupina ziskava poznatky o okolitom svete odliSnhym spésobom. Nedostatoény az
chybajuci zrak nahradzaju ostatné zmysly, prevazne hmat a sluch [4].

Nevidiaci Studenti pouzivaju pri praci s po¢itatom pomocny softvér — ¢ita obrazovky,
ktory im prostrednictvom hlasovej syntézy cita text zobrazeny na obrazovke. Informacie
poskytuje linearne, to znamena, Ze v danom okamihu len z jedného riadku, respektive len
z jedného okna. Neumozfiuje pracovat s grafickou informaciou, Cize obrazky musia byt
doplnené opisom alebo byt poskytnuté v alternativnej forme. Spolu s ¢itatom obrazovky
mébze byt k pocitaCu pripojeny brailovy riadok, na ktorom sa text zobrazuje v Braillovom
pisme.
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Slabozraki Studenti pouzivaju pri praci s poc€itatom pomocny softvér — zvacSovac
obrazovky, ktorym moézu prispdsobit velkost pisma a farebni schému. Softvér méze
poskytovat rozSirenie o Citanie zobrazeného textu hlasovou syntézou. Pri itani tlaCenych
textov mézu Studenti pouzivat' elektronicku &itaciu lupu.

Priprava workshopu

Prvym krokom naSej pripravy bolo overenie pristupnosti aplikacie pre &ita¢ obrazovky.
Tvorcovia aplikacie ponukaju podrobné informacie o pristupnosti pre pouzivatelov Citacov
obrazovky [5]. Podla toho sme zostavili struény manual s vysvetlenim zékladného ovladania
aplikacie pomocou klavesovych skratiek. Presli sme si aplikaciu s ¢itaom obrazovky
a zaznamenali informacie, ktoré Cita€ poskytuje o zobrazenom grafe. Na zaklade toho sme
vytvorili zoznam pojmov, s ktorymi sa Studenti pri pocuvani mozu stretnut’ (napriklad typy
prieseCnikov, vrcholy). Vybrali sme funkcie, ktorych grafy budu Studenti pocuvat a pri tom
sa naucCia aplikaciu efektivne pouzivat. Grafy vybranych funkcii sme vytlacili reliéfne na
brailovej tlaciarni (obrazok 1).

e 1 Al

Obrazok 1: Ukazka grafov funkcii vytlacenych reliéfne.

Ukazka z ¢asti manualu pre studentov

Po spusteni aplikacie je kurzor nastaveny v editathom poliCku na zadanie predpisu
funkcie. Zadajte funkciu y=x a stlacte ALT+T, aktivuje sa zvukové sledovanie grafu. Budete
po€ut vela uzitocnych informacii ako rozsah zobrazenych osi x ay, pocet kriviek,
priesecniky aktivnej krivky s osami. Stlacenim klavesu H spustite zvukové prehratie krivky.

Rychlost prehravania menite klavesom ALT v kombinacii s &islami na numerickej
klavesnici od 1 (najpomalsie) do 5 (najrychlejSie). Zvuk sa prehrava smerom od zapornych
hodnét X po kladné. V sluchadlach pocujete zaporné hodnoty vIlavom reproduktore
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a kladné hodnoty v pravom reproduktore. S narastajucou hodnotou Y je zvuk vysSi. Pri
klesajucej hodnote Y je zvuk hibSi. Ak je krivka pod osou x, zvuk je zaSumeny.

PocCas zvukového prehravania grafov mézete prepinat nastavenie na predchadzajucu
krivku ALT+Sipka nahor, na nasledujucu krivku ALT+8ipka nadol. Ak nie je aktivovany
zvukovy rezim, tak na prepinanie medzi predpismi funkcii sltzia Sipky nahor a nadol.

Vyznam délezitych bodov, na ktoré upozorriuje ita€ obrazovky:

Intercept — bod, v ktorom krivka pretina os y [0,Y],

Zero — bod, v ktorom krivka pretina os x [X,0],

Undefined — pripad, ak funkcia nie je definovana v bode X=0,

Extremum — lokalne maximum alebo minimum,

Intersection — priese¢nik kriviek.

Priebeh workshopu

Na workshop sa prihlasili traja u€astnici, dvaja nevidiaci, ktori pouZivali ¢itac obrazovky
NVDA?® a jeden slabozraky, ktory pouzival zva¢Sovac obrazovky ZoomText’. Oboznamili sa
s orientaciou v aplikacii a funkcionalitou tlacidiel. Presun po tlacidlach aplikacie umoznuje
kldves TAB nezavisle od spusteného Cita€a, respektive zva¢Sovaca obrazovky. Na uvodné
zoznamenie s prostredim sme pouzili funkcie y = x ay = — x. U&astnici poguvali grafy
a snazili sa identifikovat odliSnosti zvukov:

[l Tavy reproduktor pre x <0

[l pravy reproduktor pre x > 0

[0 Sumprey<0

[1 stdpajuca a klesajuca vyska tonu podla monotonnosti funkcie
[l zvukovy efekt na priesecnikoch.

Pre vytvorenie ucelenej predstavy dostali nevidiaci u€astnici obrazky grafov vytlacenych
reliéfne. Mohli tak doplnit zvukovy vnem aj hmatovym. KedZe mentalne predstavy, ktoré si
nevidiaci Studenti vytvaraju, nie su obrazové, ale zakladaju sa na skusenostiach ziskanych
ostatnymi zmyslami, je uzitoéné poskytnut rézne vnemy [6]. Slabozraky ucastnik tiez prejavil
zaujem o reliéfne vytlaceny obrazok, aj ked mohol sledovat krivku na obrazovke.

Po zvladnuti zakladnej orientacie v aplikacii si uastnici mohli postupne zadavat aj
dalSie predpisy funkcii:

[ predpis y [] x? zadali na klavesnici y=x/2.

[ predpis VY | | x* zadali na klavesnici y=x"3
1

[l predpis Yy [ ] — zadali na klavesnici y=1/x
X

[l y=coSs X.
Ugastnici mali aj vlastné navrhy. Menili predpisy ponuknutych navrhov, a tiez skusili
logaritmicku a exponencialnu funkciu. Pre ich vlastné navrhy sme nemali pripravené reliéfne
vytlacené obrazky.

8 Sitag obrazovky NVDA https://www.nvaccess.org/

7 zvagsovag obrazovky https://www.freedomscientific.com/products/software/zoomtext/
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Obréazok 2: U&astnik workshopu poétva priebeh grafu.

Ziskali sme uzitocné skusenosti

Vdaka prileZitosti viest workshop pre Studentov so zrakovym postihnutim, sme zaroven
otestovali pristupnost aplikacie Desmos Graphing Calculator. Ukazalo sa, ze aplikacia je
pristupna pre Cita€ obrazovky, ¢o je nevyhnutné pre nevidiacich Studentov. Aplikaciu je
mozné ovladat’ pomocou klavesnice. V rozhrani aplikacie je moZzné zameriavat’ ovladacie
prvky klavesom TAB a Sipkami nahor a nadol. V reZime zvukového sledovania priebehu
grafu sa pomocou klavesovych skratiek nevidiaci Student dozveda dblezité vlastnosti
funkcie. Citad obrazovky sprostredkiva vsetky informacie, ktoré vidi vidiaci pouZivatel.
S nevidiacim Studentom je potrebné pozorne pocuvat hlasovy vystup €itaca obrazovky a
vysvetlit’ suvislosti medzi udajmi, ktoré dostava. Pre vidiaceho u€itela mbze byt v tomto
pripade napomocna funkcionalita ¢itaca obrazovky NVDA Zobrazovaé reci®. Obrazok grafu
funkcie odporu¢ame znazornit aj reliéfne, aby mal nevidiaci Student viac uzitoCnych
vhemovych podnetov.

Slabozraky Student pracuje s aplikaciou bez ¢itaca obrazovky s pouzitim zvacSenia,
pripadne aj so zmenou farebnej schémy. Bez zapnutého Citata obrazovky sa prehra iba
zvuk priebehu krivky. Informacie o dblezitych bodoch su vizualne.

Prostredie aplikacie je lokalizované do réznych jazykov (zatial nie do slovenského
jazyka). PoCas workshopu si Studenti skusili nastavit’ svoj rodny jazyk, no slova, ktorymi su
vyjadrené ddlezité body, boli iba v anglickom jazyku.

Dufame, Ze naSe poznatky budu uzito€né pre kazdého ucitela, ktory sa venuje
Studentom so zrakovym postihnutim.
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OD TABULKY KU GRAFU FUNKCIE

DANIELA SABAKOVA

ABSTRAKT. Prispevok je zamerany na prepajanie réznych reprezentacii funkcie u Ziakov
gymnazii. Ziaci riesili 8 tloh, pricom analyza rie$eni ukézala, Ze skoro 88% Ziakov nedokézalo
spravne prepojit tabulku s grafom kvadratickej funkcie bez suradnicovych osi. Niektoré Ziacke
argumenty obsahuju miskoncepcie tykajice sa funkcii.

Uvod

V novinach, v médiach, alebo v banke sa €asto stretdvame s réznymi grafmi a tabulkami,
ktoré nam vizualizuju urgité zavislosti. Ci uz ide o rast/pokles poétu nakazenych virusom
COVID-19 za urcité obdobie, alebo o zisk pri investicnych fondoch v banke. V takychto
pripadoch sa najCastejSie pouzivaju grafy a tabulky. Grafom, tabulkam, ale aj predpisom a
slovnym popisom funkcii sa venujeme aj na hodinach matematiky, a rézne ich prepajame.
To je doblezité nielen preto, aby ziaci funkciam porozumeli, ale aj aby poznali vyhody a
nevyhody rastu réznych typov funkcie v grafe a tabulke a aby tieto vedomosti mohli vyuzivat
v kazdodennom Zivote, napriklad pri zvaZovani investovania.

Teoretické vychodiska

Pittalis a kol. (2020) popisuju rézne aspekty pojmu funkcia, ktoré Uzko suvisia s
vnimanim reprezentacii funkcie od procesu ku objektu, ako aj s roznymi stratégiami rieSenia
uloh (nizSie). Tieto aspekty su:

1. funkcia ako vstup-vystup (Cierna skrinka) — Ciernej skrinke zadame vstupnu hodnotu,

ktorej ur€i/priradi vystupnu hodnotu;

2. kovariancia — vnimanie zmeny medzi vystupnymi (ypsilonovymi) hodnotami funkcie
navzajom (napr. vnimanie konstantného a linearneho rastu porovnanim kazdych
dvoch vedlajSich funkénych hodnét);

3. koreSpondencia — vnimanie vztahu medzi nezavislou a zavislou premennou (napr.
schopnost vytvorit predpis funkcie na zaklade danej vstupnej a vystupnej hodnoty);

4. funkcia ako objekt — vyuzivanie transformacii funkcie a jej invariantnych vlastnosti
(napr. pri predpise funkcie y = x? + 3 je kvadraticky ¢len kladny, preto bude funkcia
konvexna, bude tiez posunuta o 3 vysSie po y-ovej osi).

Reprezentacie funkcie vieme prepajat, a to priamo (napr. predpis s grafom), alebo
vyuzitim niektorej dalSej reprezentacie (napr. od predpisu cez tabulku az ku grafu). Tieto
prepojenia mdzu byt vnimané od procesu ku objektu pomocou interpretacii vlastnosti
funkcie (Ronda, 2015) postupne ako:

- lokalne vlastnosti reprezentované tabulkou hodnét — Ziak dokaze vykonat' rovnaky
nauceny postup (napr. generovat hodnoty z predpisu a tak nacrtnut graf/tabulku);

- trendy, vzory a globalne vlastnosti reprezentované grafom a rovnicou — Ziak dokaze
interpretovat vlastnosti z reprezentacie (napr. urcit monotonnost);

- invariantné vlastnosti reprezentované grafom (bez osi) a rovnicou — Ziak dokaze
konstruovat novu funkciu alebo operovat’ s funkciou (napr. transformacie funkcie).
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Metodoldgia

Vyskum pozostdval z 8 netradiénych udloh zameranych na prepajanie medzi
reprezentaciami funkcie, pricom sa u ziakov gymnazii sledovala uroven tychto prepojeni po
prebrati tematického celku Funkcia. Zu€astnilo sa ho 124 Ziakov z troch gymnazii KoSického
kraja. Tu sa zameriame na jednu z Uloh (Obrazok 1), ktora prepaja tabulku a graf funkcie. Z
tried 2. a 3. ro€nika (jedna bola matematicka) tuto ulohu rieSilo 24+82=106 Ziakov (24 z
matematickej triedy a 82 zo Styroch nematematickych tried). MozZnost a) predstavuje
konkavnu kvadraticku funkciu (linearny rast), v moznosti b) ide o exponencialnu funkciu
(exponencialny rast) a v moznosti ¢) o linearnu funkciu (konstantny rast). Spravna je
moznost d) — konvexna kvadraticka funkcia (linearny rast).

Ktora tabulka hodnét prislucha grafu funkcie f? Zakruzkujte pismeno prislichajice vasmu

vyberu tabulky (a. — d.) a vysvetlite, na zaklade ¢oho ste sa rozhodli.

f
a. X v b. X v c. X v d. X v
1 0 1 2 1 0 1 8
2 8 2 4 2 2 2 5
3 12 3 8 3 4 3 3
4 10 4 16 4 6 4 2
5 4 5 32 5 8 5 2
Obrazok 1

Podla Ronda (2015) budeme rozliSovat tri stratégie rieSenia ulohy:

[V stratégii (i) Ziak vyuziva lokalne vlastnosti, postupné generovanie hodnét, resp.
v tomto pripade ide napriklad o nadrtnutie bodov z tabulky do suradnicového
systému (Obrazok 2 — vlavo hore). Tato stratégia je prepojena s prvym aspektom

funkcie — funkcia ako vstup-vystup.

Stratégia (ii) vyuziva trendy, vzory a globalne vlastnosti, kde si ziak v§ima napriklad
rast a klesanie hodndt funkcie, alebo lokalne extrémy (Obrazok 2 — viavo dole). Tu
uz mdézeme hovorit o identifikacii kovariancie a koreSpondencie.
Stratégia (iii) sa tyka posledného aspektu, a to funkcia ako objekt. Ide o identifikaciu
a pouzivanie invariantnych vlastnosti funkcie, napriklad transformacie alebo

derivacia funkcie (Obrazok 2 — vpravo).
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Obrazok 2: Stratégia (i) — vlavo hore, stratégia (ii) — vlavo dole, stratégia (iii) - vpravo
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Analyza ziackych rieseni

V tabulke 1 vidime, Ze stratégiou (i) — generovanim hodnét — rieSilo Ulohu 26 Ziakov,
stratégiou (ii) — identifikovanim trendov, vzorov alebo globalnych vlastnosti — rieSilo tlohu
21 Ziakov a stratégia (iii) — vyuzitie invariantnych vlastnosti funkcie — sa tu neobjavila. 12
Ziakov rieSilo ulohu oboma stratégiami — (i) a (ii) — museli si pomd&ct aj nizSou stratégiou.

Je délezité spomenut, Ze niektori Ziaci oznagili viac ako jednu moznost, napr. Ziak pouZil
stratégiu (i) a oznacil ako spravnu moznost b) aj c). Viac ako polovica ziakov poskytla
vysvetlenie svojho rie$enia, ale 47 Ziakov neposkytlo Ziadne vysvetlenie. Ulohu vyriesilo
spravne 13 Ziakov, €o je 12,26%. Zo zvysSnych 87,74% bola najCastejSie ako spravna
oznadena moznost b), kde i$lo o tabulku exponencidlneho rastu. Ziaci asto tuto vlastnost
neidentifikovali.

Moznost’ (pocet zvoleni) Stra@égia Stra_t_égia Ob’e_ Bez .
(i) (i) stratégie vysvetlenia
a) (4) 0+1 - - 0+3
b) (57) 2+13 7+6 4+1 2+22
¢ (27) 1+6 2+2 1+0 0+15
spravne 1+2 1+1 4+2 0+2
d) (20) nespravne - 3+1 3+0 -
bez oznacenej odpovede (6) 0+1 0+2 - 0+3
Spolu (podla stratégii) 4+22 9+12 9+3 2+45
Tabulka 1

Aj napriek tomu, Ze v niektorych rieSeniach chybal slovny popis, bolo mozné
identifikovat' stratégiu, ktoru ziak pouzil a akym spésobom rozmyslal, resp. ¢i sa vyskytla
nejaka miskoncepcia. V ziackych rieSeniach sa naj€astejSie objavili miskoncepcie (A-C):

A. Graf musi byt symetricky podl'a osiy (> =13).

Tato miskoncepcia sa objavila u 13 Ziakov. Napr. Obrazok 3: ziaCka nacrtla osi do grafu
s predpokladom symetrického uloZenia paraboly vzhladom na os y. Opisuje stupanie
hodnét, aj ked neuvéazila konstantné stipanie v moznosti ¢). Ulohu riesila stratégiou (ii).
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B. Pre dve rézne hodnoty x nemoézu existovat’ rovnaké funkéné hodnoty,
pretoze funkcia by sa stala na tomto useku konstantnou (3>=10).

Tato miskoncepcia suvisi s Castou miskoncepciou, ze funkcia je vzdy prosta, teda ak
pre kazdu hodnotu x existuje jediné y, tak aj pre kazdé y existuje jedina hodnota x (Leinhardt
a kol., 1990). Na Obrazku 4 mdzeme vidiet rieSenie ziacky, ktora napisala, ze funkcia sa
kvéli dvom rovnakym hodnotam stane na tomto Useku konsStantnou. Tato ziacka tiez do grafu
nacrtla osi symetricky — s vrcholom v pociatku.

%/wvxko:q V] &(4) manqolofrai ol LA ol O ; W Q)q c.)
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Obrazok 4

C. NerozliSovanie rastu kvadratickej a exponencialnej funkcie (3 =5).

Ziak bol priradeny k tejto miskoncepcii, ak do svojho rieSenia napisal, Ze je funkcia
exponencialna, rastie exponencialne (Obrazok 5), alebo aj na zaklade tejto myslienky
oznacil moznost b) ako spravnu. Je jasné, Ze rozliSenie rastu paraboly od exponencialnej
funkcie pre nich nebolo jednoznacné. Dvaja ziaci urcili predpis tejto funkcie ako y = 2*.
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Zaver

Vysledky vyskumu ukazali, Ze vacsina Ziakov gymnazii ma po prebrati tematického
celku Funkcia problém s prepojenim tabulky a grafu kvadratickej funkcie ak ide o graf bez
suradnicovych osi, v ktorom je nazna&eny len trend rastu a klesania. V Ziackych rieSeniach
sa najcastejSie vyskytoval aspekt vstup-vystup (stratégia (i)). PoCet Ziakov, ktori v tabulkach
identifikovali kovarianciu bol minimalny, no aj napriek tomu Zziaci €asto pouzivali stratégiu
(i), pricom identifikovali trendy, vzory, alebo globalne vlastnosti, ako napriklad rast
a klesanie funkcie. Ani jedno zrieSeni neobsahovalo stratégiu (iii). Takéto rieSenie sa
objavilo iba v pilothnom vyskume a je uvedené na obrazku 2 — vpravo. Vysledky vyskumu
mozu pomdct su€asnym a budicim ucitelom matematiky vo vyuCovani funkcii, pretoze
poukazuju na problémy, ktoré u Ziakov pretrvavaju po prebrati tohto tematického celku. Tiez
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poukazuju na potrebu zaradenia viacerych uloh, ktoré vyZaduju rézne stratégie rieSenia
a pracu s tabulkou hodnét.

[1]

(2]

3]
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MOZNOSTI DOVODENIA V ZAKLADOSKOLSKEJ ARITMETIKE

MARIA SLAVICKOVA A JARMILA NOVOTNA

ABSTRAKT. Prispevok v strucnosti predstavuje ramec pre urCenie typu argumentu
a stratégiou podmienent pracu s tlohou na hodine matematiky. Do aktivit boli vyberané tlohy
z ucebnic, ktoré na prvy pohlad nepdsobia ako tlohy zamerané na argumentaciu a dévodenie.
Ponukame pomocné otazky, ktoré mézZu napombéct k praci s tlohou na hodine tak, aby
argumentacia a dévodenie bolo na prvom mieste.

Uvod

Dévodenie a dokazovanie by malo byt integrdlnou sucastou matematického
vzdelavania, kedZe ho mozZno povazovat za ,lepidlo®, ktoré pomaha matematike davat
zmysel. Ako definuje Jeannotte a Kieran (2017, s. 9), ide o proces komunikacie s ostatnymi
alebo so sebou samym, ktory umoziiuje odvodzovat matematické vyroky z inych
matematickych vyrokov. S dévodenim ma zmysel zacinat uz od utleho veku, Ziaci by mali
byt schopni podat relevantné vysvetlenie javov na prislichajucej kognitivnej urovni vyuzitim
adekvatnych reprezentacii (napr. iba slovne, manipulovanim s objektmi, obrazkom a pod.)

Dévodit' Ziaci nezaénu sami od seba, mali by dostat vhodné impulzy od svojho ucitela
aby vzniknuty didakticky kontrakt (podla Brousseau, 1997) v sebe dévodenie obsahoval.
Ako naznacuju viaceré vyskumy, ucitelia matematiky maju problémy s dévodenim na
hodinach matematiky a jeho podporenim, Uplne absentuje, alebo je chapané vo velmi
uzkom slova zmysle (napr. Cakiroglu a kol., 2023)

V pracovnej dielni sme sa preto zamerali na pracu s ulohami z uebnic, ktoré na prvy
pohlad nemusia pdsobit’ ako ulohy zamerana na dévodenie. Zamerali sme na dva pohlady
na ulohu: (i) mody dévodenia podla ramca predstaveného v Sevinc a kol (2022) a (ii) spdsob
prace s ulohu podmieneny stratégiou rieSenia.

Teoretické vychodiska

Pri praci s ulohami zohladfujeme dva pohlady, ako bolo spomenuté v Uvode. Na oba
sa viazu teoretické vychodiska, ktoré teraz struéne predstavime.

Moédy doévodenia vznikli Gpravou ramca od Stylianidesa G. (2009) s tym, Ze sa niektoré
kategérie zjemnili, resp. rozsirili podla uloh v udebniciach pre 8. roénik ZS v piatich
krajinach: Slovensko, Ceska Republika, Taliansko, Nérsko a Turecko (ramec vznikol v ramci
projektu MaTeK a univerzity zo spomenutych krajin na tomto projekte spolupracuju). Tieto
moddy su uvedené v Tabulke 1 s kratkym vysvetlenim.

Tabulka 1: Mody dévodenia (Sevinc a kol., 2022, vlastny preklad)

Typ argumentu Kratka charakteristika

zakladoch, v ucebnici, a pod.

1 Odvolanie sa na autoritu bez odbvodnenia, napr. v Euklidovych

viacerych predpokladov

2 Jednoducha (1-krokova) dedukcia jednoducha dedukcia z jedného, alebo
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Matematizacia (s odévodnenim krokov)

vysvetlenie dekontextualizacie
problému definovaného v realnom svete

Vyuzitie analégie

vytvorenie  zaveru na  zaklade
podobnosti medzi dvoma pripadmi
(jeden pochopeny, dobre znamy, druhy
menej pochopeny)

Empiricky argument / Specificky pripad

od konkrétneho k zovSeobecneniu,
testovanie tvrdeni pomocou prikladov

a Tvorba tvrdenia a zovSeobecnenie
b Overenie tvrdenia

priamo meranych veli¢in

vyuzitim dedukcie
a Genericky priklad
b Kontrapriklad
¢ Systematicka enumeracia
d Iné

vyuzitim formalnych logickych pravidiel

6 Tvorba zaveru / overenie / zamietnutie | zavery zo znamych predpokladov

7 Iné napr. abduktivne

Druhy pohlad suvisi s o€akavanou stratégiou rieSenia, pricom sme sa zameriavali na:

[l Ako je zavedeny novy poznatok, alebo terminologia?

Kto je aktivny?

Boli pouzité modely? Ak ano, aké?

Vyzaduje sa priame vyuzitie predchadzajucich poznatkov?

Bola pritomna manipulacia? (napr. skladanie, prekreslenie, rysovanie,... )

I o |

Oba predstavené pohlady nam mali ulahéit' predstavu o tom, ako by bolo mozné
s danou ulohou pracovat' v triede (s akym cielom by bola zaradena, aké aktivity by boli pred
nou, pocas, a pod.). V dalSom texte uvadzame aktivity naplanované na pracovnu dielfu,
Citatelovi by sme odporucili vyskuSat' si pracu s ulohami s taziskom na ddvodenie (jeho
rézne mody) ako aj na stratégie, ktoré by mohol Ziak alebo ucitel na hodine navrhnut.

Aktivity

Aktivity su tvorené ulohami, alebo prikladmi z vybranych ucebnic na Slovensku (Sedivy
a kol., 1999) a v Ceskej Republike (Novotna a kol., 1996 a 1997).

Aktivita 1: (Novotna a kol., 1996, s. 21-22) V pfikladu 3 a) jsme nejprve nahradili 158
vétSim cCislem 160 a 22 mensSim c&islem 20. Odhad podilu byl vétSi nez pfesny vysledek.
Kdyz jsme nahradili 158mensim Cislem 150 a 22 vétSim Cislem 25, byl odhad podilu mensi
nez presny vysledek. Umite vysvétlit, pro¢ tomu tak bylo? Zjistéte, v jakém vztahu ke
spravnému vysledku bude odhad podilu v téchto pfipadech:

[1 délence nezménime a zvétSime délitele,
[1 délence nezménime a zmenSime délitele,
[1 délence zvétSime a nezménime délitele,
[1 délence zmenSime a nezménime délitele.
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Aktivita 2: (prebrané z Novotna a kol., 1996, s. 43) operacie so celymi Cislami, pravidla
pre sCitanie a odCitanie.

Odcitani celych cisel

=omoci knoflikdl zndzornime odeéteni &isla 3 od &isla 7, tj. rozdil 7 — 3. Na zadétku

—2me sedm knoflikt () : @ @ @ @ @ @ @
CZdebereme (tj. odecteme) z nich tfi: @ @ @ @ @ @ @

Toydou nam &tyfi knofliky () . Ov&fili jsme, e

‘ 7-3=4.

=7 odcitani zapornych celych Cisel budeme postupovat podobn&. Budeme
—2zorfovat rozdil — 8 — (- 5). Situace vypada takto: )

" PP

== odebrani (odecteni) péti knoflikd @ nam zbyly tfi knofliky @ , rozdil ¢isel - 8
: -5 jetedy roven - 3. ZapiSeme
-8-(5)=-8

Obrazok 1: ukazka aktivity z u¢ebnice (zdroj: Novotna a kol., 1996, s. 43)

Aktivita 3: Kry3pin iSiel nakupit’ mlieko. Vedel Ze jeho mama bude potrebovat' tridtvrte
litra na kola¢ a dva litre budu potrebné na ranajky a zajtrajSiu desiatu. Naviac, kupil eSte dva
baliky po Stvrt' litre pre seba a Betku do Skoly. Kupil

Bola jeho mama s nakupom spokojna? (prelozené z originalu Novotna a kol., 1996, s.
86)

Tato aktivita ma silny potencial na diskusiu v triede a formulovanie argumentov aj mimo
matematiku (napr. vela odpadu, mama spokojna nebola)

Aktivita 4: Betka mala na desiatu jahodové mlieko zabalené v Stvrtlitrovej krabici. Jej
spoluziaCka mala bananové mlieko a na obale precitala 250 ml. Ktora zo spoluziatok mala
krabicu s vacsim mnozstvom mlieka? (prelozené z originalu Novotna a kol., 1996, s. 86)

Aktivita 5: (prebrané zo Sedivy a kol., 1999, s. 15)
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Adam znovu rozmysl'al nad ¢&islami 5,281 63 a 5,281 6.
Nevedel si predstavit’, kde v Fudskej ¢innosti potrebujeme
takéto vel'mi presné ¢isla. Ved na pravitku mame najmen-
Sie dieliky milimetre a i tie si uz vel'mi malické. Vedeli by
ste mu odpovedat’ na otazku, ktoré I'udské ¢innosti si vy-
zaduju takéto presné &isla?

PROBLEM
Keby 5,281 63 bola dizka tisetky v centimetroch, teda: 5,281 63 cm.
Vedel by Adam tito Gse¢ku narysovat™?

K ulohe je v u€ebnici poskytnuté nasledovné rieSenie:

RIESENIE
Adamvie: lcm=10mm 1 mm=l—locm=0,1 cm

Mysli si: Bude stait, ak narysujem taki Gsecku, ktorej di¥ka sa najviac
blizi k danému ¢islu, a preto potrebujem toto &islo upravit’ tak, aby malo
iba jedno desatinné miesto.

Viem, Ze 5,2 < 5,281 63 < 5,3
Ktoré z ¢isel 5,2 a 5,3 jeblizsiek 5,281 63 ?
Vsimnem si ¢islicu na mieste stotin: 5,201 63

preto 5,281 63 =53
Narysujem tisetku dizky 5,3 cm.
Adam ¢islo upravi.
My vieme, Ze takejto uprave sa hovori zaokriihl'ovanie.

Aktivita 6: (Novotna a kol., 1997, s. 107) zamerana na objavovanie kritérii delitelnosti
prirodzenych Cisel, kde Ziaci maju zistit, &i dané Cislo je, alebo nie je delitelné 10, 5, 2, 9, 3
vyuzitim grafickej reprezentacie (vid obrazok 2)

Kazdy tisic je délitelny dvéma |
3. 1000 je délitelné dvéma " )
4 /) T 1 : ,%%/
i ! i # mmamRl
o ; 7 jg i
y mam HY T
Kazda stovka je déliteind dvéma ( 1 f 1T
5. 100 je délitelné dvéma HH 1 T i
T 5 T T T
t 7 f t e

Desitka je délitelna dvéma

2 je déliteiné dvéma

(0 (LU

A
)

Obrazok 2: ukazka reprezentacie Cisel (zdroj: Novotna a kol, 1997, s. 107)

Aktivita 7: (Sedivy a kol., 1999, s. 25) Nasobenie desatinného &isla celym.
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S PRIKLAD 1
(00)

A

Jedna kocka stavebnice LEGO ma dizku 1,5 cm. Akua dizku ma mat’ pod-
loZka, ak na fiu chceme pripevnit’ 10 takychto kociek za sebou?

Priklad ma v u€ebnici poskytnuté rieSenie zobrazené na obrazku 3.

ﬂ RIESENIE
Jurko s LukaSom to sku$aja takto:

10.1,5=1,5+1,5+1,5+1,5+15+15+1,5+1,5+1,5+15=
= 3 + 3 + 3 + 3 + 3 =15

Podlozka pre 10 kociek ma mat’ dizku 15 cm.
Plati: 10.1,5 = 15

Jurkovi to neda:

Keby sme zobrali 100 kociek
a pripevnili ich za sebou

na podlozku, aku dizku

by mala mat’?

Ked’ podlozka pre 10 kociek m4 dizku 15,

potom podlozka pre 100 kocick ma dizku 10.15 = 150
Dizku podlozky vypogitame aj takto: 100. 1,5= 150
Podlozka pre 100 kociek by mala mat’ dizku 150 cm. A d’alej?

Keby sme vzali 1 000 kociek? Potom: 10.150 =1500
alebo 1000. 1,5=1500

Podlozka pre 1 000 kociek by mala mat’ dizku 1 500 cm.

Obrazok 3: rieSenie priklad (zdroj: Sedivy a kol., 1999, s. 26)

Aktivita 8: (Sedivy akol., 1999, s. 36) zamerana na nasobenie desatinného &isla

desatinnym
g PROBLEM
Vynasobte 0,5 . 0,3

_IEEEEEE

3 1
1_0=0’3 - . A :,u‘_-',_'
| EEEEERS |

29T 15 _
10 =0,5 m—O,lS
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V3etky uvedené aktivity, pre ktoré sme sa inSpirovali ulohami z u€ebnic od dvoch
autorskych timov ilustruju r6zne moznosti zaradenie dévodenia do vyu€ovania matematiky.
Nie v8etky u€ebnice obsahuju priblizne rovnaké mnoZstvo uloh, ktoré si priamo vyZaduju
oddvodnenie. V u€ebniciach, ktoré sme vybrali je takychto situacii ponuknutych pomerne
vela a ucitel matematiky ma preto dobru podporu pre zaradenie dbévodenia do svojho
vyugovania. Ulohy, ktoré dévodenie priamo nevyzaduiju (alebo je iba implicitné) tak mézu
byt autorom preformulované na ulohy veduce k dévodeniu. Je nam ale jasné, Ze ucitel nema
vzdy kapacitu preformulovat’ ulohy, preto odporu€ame siahnut napr. po novej zbierke uUloh
od Kohanova a kol. (2023) volne dostupnej pre vSetkych na https://www.projectmatek.eu
zvlast vo verzii pre ucitefa a zvlast pre Ziaka.

Zaver

Z vysledkov vyskumu nam vyplynulo, Ze dévodenie v aritmetike a algebre je na hodinach
matematiky zastupené v mensej miere ako v geometrii. Najmenej sa vyskytuje dovodenie
v oblastiach kombinatorika, pravdepodobnost a Statistika, ¢o méZe byt spbdsobené aj
problémom s uchopenim tychto konceptov niektorymi ucitefmi matematiky. ZvySena miera
dbvodenia v geometrii ma podla nasho nazoru pdvod v historii.
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SEBECTVO V DEMOKRACII Z MATEMATICKEHO HLADISKA

MATEJ SUROVY

Na tejto dielni si vyskiisame prepojenie medzi matematikou (praca na Stvoréekovom
papieri, Pytagorova veta, praca so suradnicami) a etikou (sebectvo, demokracia). Aktivita sa
da robit’s detmi bez ohladu na vek, ukazeme si gradaciu narocnosti pre starSich.

Pomécky: stvoréekovy papier A4 (1x1 cm), kruzidlo (nepovinné)

Forma prace: rozdelenie do piatich skupin, kazda skupina robi to isté ale ma svoje
Specifikum, hlasovanie, diskusia

Lore

Na$a trieda reprezentuje mestecko, kde sa rozhodli vyuZit matematiku na zlepSenie ich
Zivotov. Kazdy zakon, ktory plati v tomto meste mé dve suradnice x,y, aby sa obyvatelia
mohli ahSie rozhodovat pri prijimani novych zakonov. (toto sa da lubovolne rozSirovat —
prisposobit publiku)

Pokyny pre uditela: Kazda skupina ma svoje miesto, reprezentované suradnicami x,y,
ktoré vyjadruje ich idealny stav daného zakonu — utopicky bod (U). Kazda skupina dostane
tajne svoj UB a az nasledne dostanu dalSie informacie.

Pokyny pre deti:

1. Kazda skupina ste obdrzali Stvoréekovy papier a suradnice nejakého bodu. Kazda

skupina ma iny bod.

2. Do stredu papiera si zakreslite mrezovy bod 0 = [0; 0].

Do papiera zakreslite bod so suradnicami, ¢o ste dostali, pomenujte si ho pismenom
u.

4. Do papiera si vSetky skupiny zaznacte Z, = [1; —1]

Toto je moment, kedy odporuc¢am obehnut si skupiny a skontrolovat, & maju spravne
zaznacené body - s nespravne zaznacenymi bodmi tato aktivita nebude smerovat' tam, kam
ma ist. (priloha 1)

5. Bod Z, oznacuje pociatoCny zakon, bod U oznaluje utépiu pre vas — stav, kedy sa

mate najlepsie.

6. Kazda skupina ma 1 hlas, hlasujete podla toho, & sa novym zakonom priblizite

k utépii alebo sa od nej vzdialite. Vzdy ked sa vam polepsi, ste ZA, ked sa vam
pohorsi, ste PROTI.

Pokyny pre ucitela: tu méZeme zaradit’ ukazkové rozhodovanie v nejakej skupine. Na
tabulu je premietana Stvorcova siet, na ktort nakreslime body 0, Z, rovnako ako maju deti,
bod U iny ako maju deti a nahodny bod S. Spytame sa deti, ¢i by sme mali hlasovat’ za novy
zakon S (skusobny), pri ktorom ide o to, Ci |SU| < |Z,U|. Ak ano, tak sme za, lebo sme sa
priblizili novym zakonom k utopii. Je délezité nevybrat bod S tak, aby bol rovnako daleko
ako Z,,.

7. Skusme si prvé skisobné hlasovanie. Do papiera si zaznacte bod S = [-2; 7]
a v skupine zistite, ¢i sa vam polepSilo alebo pohorsilo. Inymi slovami, ¢i sa
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skusobnym zakonom S pribliZujete k utopii alebo sa od nej vzdalujeme vzhladom
na pociatocny zakon Z,, ktory plati aktualne.

Malo by sa vietkym pohorsit. Ak nejaké skupina hlasuje za, ma niekde chybu a treba
za riou skocit’a poméct’ im pochopit, pre¢o maju byt proti. Prehlad toho, preo su skupiny
proti najdete v prilohe 2.

8. Tento ,S“kuSobny zakon je ,S“trasny, kazdy si pohorsi, taky zakon neprijmeme.

9. Jejasné, ze treba navrhnut nejaky zakon, ktorym si kazdy vie polepSit? Tak to
spravme tak, Ze ak si polep8i vac¢sina, tak zdkon prijmeme, ak sa vacsine pohorsi,
tak ho neprijmeme.

10. Navrhujem teda zakon Z, = [—4; —4]. Zaznacte si ho do papiera a v skupine
zistite, €i sa vdm polepSilo alebo pohorsilo vzhladom na stéle platny zékon Z,.

Tento zakon by mal prejst’ tesnou vacsinou. Situaciu pri zakone Z, najdete v prilohe 3.

11. Vidim, Ze vacésine sa polepsilo, takZze aktuélne plati zakon Z,. PoCujem vsak, Ze su
niektori z vas nespokojni, a tak navrhnem novy zakon. Porovnajte ho, €i sa vam
nepolepsi vzhladom na aktualne platny zakon Z,. Navrhujem zékon so
suradnicami Z, = [7; —7]. Zaznacte si ho do papiera a v skupine zistite, €i sa vam
polepsilo alebo pohorsilo vzhladom na aktualne platny zakon Z,.

Aj tento zakon by mal prejst tesnou véacsinou. Situaciu pri zakone Z, néjdete v prilohe

12. Madme novo schvaleny zakon Z,, no stale citim, Ze by sme to mohli viac vylepsit,
stale sa nepolepsilo vSetkym. Navrhujem teda zakon Z; = [0; 10].

Situacia sa opakuje, aj tento zakon by mal prejst tesnou vacsinou, situaciu pri zakone
Z5 najdete v prilohe 5.

13. Zakon Z; sa podarilo schvalit, tak uz navrhnem len jeden, posledny. Navrhujem
zakon Z, = [—2; 7]. Skontrolujte, ¢i sa vam nepolepsilo.

Teraz budu za vsetci, viaceri si mozno vsimnu, Ze navrhujem zékon, pri ktorom boli
vSetci proti. 100% nie sa zmenilo na 100% ano. Doteraz to bola matika, odteraz zacina ta
podstatnejSia ¢ast' — diskusia

Otazky rozvijajuce matematicky aspekt aktivity

Ako to, ze sa 100% nie stalo 100% ano? Vies vymysliet vlastnu sekvenciu bodov s touto
vlastnostou? ISlo by to s inym poctom skupin? Musia byt zakony len mrezovymi bodmi? Da
sa najst’ utopicky bod spolo¢nosti? Ako ho najst?

Otazky rozvijajuce obciansky aspekt aktivity

Sme v demokracii odsudeni na to, aby nas ostatni zmanipulovali aby sme sa mali
horsie? Co reprezentuje utopicky bod spolognosti? Je diktatura rie$enim? Prego ano, pre¢o
nie? Co nas doviedlo k tomu, Ze sme vsetci sthlasili s tym, Ze sa budeme mat horsie ako
na zaciatku?
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Mozné variacie:

[l Predkreslené body, zameranie sa len na hlasovanie.

[1 PouZitie Pytagorovej vety namiesto kruZidla
[1  PouZitie vztahu na vypocet vzdialenosti medzi bodmi v mrieZke.
1 Vypocet dizky vektora.
[l Viac skupin, menej tesné vacsiny.
LITERATURA

[1] https://www.youtube.com/watch?v=goQ4ii-
zBMw&t=153s&ab channel=SpanningTree
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Priloha 1 - pociato¢ny stav
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Priloha 2 - skiiSobné hlasovanie
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Priloha 3 - Hlasovanie o zakone Z;
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Priloha 4 - hlasovanie o zakone Z>
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Priloha 5 — hlasovanie o zakone Z3
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Priloha 6 — hlasovanie o zakone Z4
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AKO ROZVIJAT MATEMATICKE KONCEPTY OD SKOLKY AZ PO
MATURITU. TANGRAM A VPRAVO ALEBO VL’AVO

MARTINA TOTKOVICOVA

ABSTRAKT. V prispevku sa budeme venovat dvom znamym a hlavne na nizsich stuprioch
vzdeldvania oblubenym konceptom ktorymi su skladacka Tangram a pomécka podporujuca
rozvoj orientacie v rovine s nazvom Vpravo alebo viavo. Nasim cielom bude zamerat’ sa na ich
vyuZzitie v gradujucich zadaniach, prostrednictvom ktorych mézu Ziaci a Studenti na 2. a 3.
stupni vzdelavania objavovat’ zaujimavé matematické vztahy.

Uvod

Skolska matematiky na 2. stupni zakladnej $koly, no este markantnejsie je to na 3. stupni
vzdelavania, sa stdva vdaka svojej zvySujucej sa miere abstrakcie pre mnohych Ziakov
a Studentov fragmentalna. Ak sme este Skdlkarovi a Ziakovi 1. stupfa umoznovali aspon
oblas vo vyuCovacom procese nieCo objavit a aj vdaka tomu si vytvorit' vliastny novy
poznatok, na vy3Sich stuprioch vzdelavania ma vyu€ovanie matematiky skor transmisivny
charakter, ¢im sa pre mnohych Ziakov a Studentov stava neuchopitelnym. Pri tvorbe nami
navrhovanych aktivitdch, sme vychadzali z badatelsky orientovaného vyucovania.
InSpirovali sme sa citdtom od Roberta Fulghuma, Ze v8etko, o naozaj potrebujem vediet,
som sa naucil v materskej Skole. Na rieSenie navrhnutych uloh sme vyuZili pre Studentov
znamu sklada¢ku Tangram a ulohy rozvijajuce pohyb v Stvorcovej sieti.

Tangram

Tangram je skladacka, pre niekoho hlavolam, pozostavajuci zo siedmich konvexnych
dielikov. Nazov Tangram sa objavil po prvykrat vo Velkej Britanii koncom 19-teho storocia.
Tan oznacCuje €insky pdvod, gram znamena znak, i obrazec. Klasicky ¢insky Tangram sa
sklada z piatich podobnych rovnoramennych pravouhlych trojuholnikov v troch vefkostiach,
Stvorca a kosodiznika. Z Tangramu sa daju skladat' zvieratka, ludské postavy v &innosti,
rézne predmety, ale aj geometrické utvary. Vytvaraju sa tak suvislé obrazce, v ktorych sa
stracaju charakteristické Crty pouzitych dielikov. Da sa z nich vymodelovat Stvorec,
pravouhly trojuholnik obdiznik, ale aj mnohé iné n-uholniky.

S Tangramom sa velmi Casto stretavaju deti v materskej Skole alebo na 1. stupni
vzdelavania, ktoré pomocou neho skladaju rézne obrazce, Ci uz podla vlastnej fantazie,
alebo podla predi6h, ktoré mézu mat réznu formu. Tato €innost ma vacsinou charakter hry.
Aj to je mozno jeden z dévodov, ktory Tangram ,diskvalifikuje® z vyu€ovacieho procesu na
vy8Som stupni vzdelavania, kde hru vo vyu€ovani skoro vébec nezaradujeme.

Tangramové karty a ich 3 darovne

Karty v publikacii Tangram su rozdelené do 3 urovni, ktoré su oznacené pismenami A,
B a C, v lavom hornom rohu a farebne odliSené. Kazda karta ma hlavné zadanie v hornej
Casti. Zadanie oznacené pismenom a pri Cisle karty je naro€nejSie, obrazec je zadany
vacsinou iba obrysom alebo vyplnenou plochou (vynimkou su karty 2 a 4 urovne B). Na
druhej strane karty je jeho rieSenie, karta ma rovnaké Cislo, ale oznacenie b (Obrazok 1).
To mdze sluzit' aj ako zadanie pre mladSie deti, alebo pri objavovani réznych vztahov, ktoré
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neskér mdzu Ziaci vyuzZivat vo svojich rieSitelskych stratégiach. V spodnej €asti karty sa
nachadzaju doplfiujuce zadania, ktoré maju napovedny alebo rozSirujuci charakter. Karty
vyuzivaju inverznost’ zadani ako autokorektivny prvok. Praca s takouto poméckou uci
Ziakov samostatnosti. RieSenie ulohy ngjdu vZzdy na druhej strane karty, vdaka ¢omu
nepotrebuju pri overeni spravnosti rieSenia asistenciu dospelého. Ak rub a lic spolu priamo
nesuvisia, nie je pouZité oznacenie a, b, strany su oznacené za sebou iducimi islami.

C TANGRAMOVE ,,LIETADIELKO - LASTOVICKA® A‘-» C SKLADAJ PODLA PREDLOHY V STVORCOVEJ SIETI A‘.;
N/ \Z/

Vyber dva aZ tri tangramové dieliky, zloz prikladanim
tangramové  lietadielko - lastovicku“.
Najdi ¢o najviac réznych riedeni.

Aké pravidlo sme pri skladani dodrZzali?
Svoje rieenia zakresli do &tvorcovej siete. Co ti zlozené Gtvary pripominajt?
FTANGRAL ¢ ETANGRAM'S

Obrazok 1

Vyuzitie Tangramu vo vyssich roénikoch Z$ a na S$

Karty oznacené pismenom C su zamerané na poznavanie geometrickych utvarov a ich
vlastnosti. Zadania uUrovne C sU najviac matematické a dovolime si tvrdit, ze
predkladany material je charakterom zadani a ich komplexnost'ou ojedinely na naSom
trhu. Snazili sme sa tému rozpracovat s akcentom na gradaciu, aj ked nie je nevyhnutné
rieSit' ulohy v nami navrhnutom poradi. Dufame, Zze Ulohy budu zaujimavé a objavné nielen
pre Ziakov a Studentov, ale aj pre mnohych ucitelov. PodrobnejSie by sme predstavili
zadanie, ale aj niektoré Studentskeé rieSenia karty C7 (Obrazok 2).

2ZL0Z €0 NAJVIAC UTVAROV A Pa C  SKLADAJ PODLA PREDLOHY V STVORCOVEJ SIETI AP
NZ/ N/

-

H}i

Svoje rieSenia zakresli do Stvorcovej siete. Pouzi najmensie trojuholniky a stvorec.

Najdi v3etky riesenia. Jedno z nich si vyber a opis ho kamaratovi tak, Aké pravidio sme pri skladani museli dodrzat?
aby poskladal rovnaky dtvar. Co ti zlozené Gtvary pripominajt?
ETANGRAM|N ETANGRAMIN

Z nasledujucich dielikov zloz ¢o najviac Utvarov prikladanim rovnako dihych stran.
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Zadanie pracuje s vybranymi dielikmi (nevyuziva sa vsetkych 7). Uloha ma
kombinatoricky charakter. Je dbleZité sa pri prezentovani réznych utvarov dohodnut, ktoré
povazujeme za rézne. Nemame vSeobecné odporu€anie a nechavame to na diskusiu
v triede, alebo rozhodnutie vyuc€ujuceho. My sme v ramci navrhov rieSeni povaZovali za
rozne vsetky tie, ktoré nie je mozné ziskat' zhodnym zobrazenim. Napriek tomu, Ze sme to
takto interpretovali aj v triede, ako bude mozné vidiet na (Obrazku 5) nie vSetci Studenti sa
s touto podmienkou stotoznili. Ulohu sme eéte doplnili o zadanie, ktoré nie je sti¢astou karty,
a to Ktory zo zloZenych n-uholnikov ma najvacsi a ktory najmensi obvod. KedZze Tangram,
s ktorym sme pri rieSeni ulohy pracovali je mozné zloZit' do tvaru Stvorca s rozmermi 12 x 12
cm, Studenti vyuzili pri rieSeni Pytagorovu vetu (Obrazok 3). Skusili sme aj doplfujucu
otazku, Ktory z n-uholnikov mé najvacsi a ktory najmensi obsah. Prekvapilo nas, Ze mnohi
zacali ulohu rieSit podobne ako predchadzajuce zadanie s vyuzitim matematického aparatu.

Obrazok 3

S rozSirenim ulohy sa méze ucitel' stretnit’ v metodike, ktord je sucastou kariet so
zadaniami (Obrazok 4). Jednotlivé varianty zadania méze nechat postupne objavit
samotnych Studentov, tak sme postupovali my. Tento krok mdéZe preskodit a Studentov
rozdeli do skupin a necha ich ulohy riesit obdobne, ako na karte C7. My sme vytvorili 10
skupin po 3 Studentoch, kde kazda skupina rieSila tri varianty (oznacené pismenami P, R,
V, 0, S, |, E, N, K, A) tlohy (Tabulka 1).

Skupina | | 1] 1] v \/ VI VI VI IX X
Zadania | PRV | RvO | VOS | OsSlI SIE IEN ENK | NKA | KAP | APR
Tabulka 1
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NNANGRAM
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a/INSPIRACIE

ROZVIJAME CIT
PRE GEOMETRIU
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Tymto rozdelenim sme vytvorili v triede vzdy tri skupiny, ktoré rieSili jedno spolo¢né
zadanie, vdaka ¢omu mohli svoje rieSenie vzajomne konfrontovat. RieSenia boli vskutku
réznorodé. To mam potvrdilo komplexnost zadania a aj jeho vyuzitelnost vo vyucovani
matematiky na SS. Jednou s vyziev s ktorou sa museli skupiny popasovat bolo, ako svoje
rieSenia €o najpresnejSie zaznamenavat. Napriek tomu, Ze sme riesili kartu C7pred tym, ako
sme zadali opisovanu skupinovu pracu, pre mnohych to bol samostatny matematicky

Y@ a g K

problém.
3 ”’ o) "—'1

Vpravo alebo vlavo

Druhy koncept, s ktorym sme pracovali, boli karty, ktoré sluzia na fixovanie pravo-lavej
orientacie a urcovaniu polohy ale aj popisu pohybu v rovine prostrednictvom Stvorcovej

siete.

NAVODY A INSPIRACIE

Popripade zhodné n-uholniky vieme zloZit z roznych dielikov. Préve takéto tloha méze
viest k objavu, ze pouzity Stvorec a rovnobeznik majd rovnaky obsah, a naslednej
diskusii, preco to tak je. Ak méme Sikovné deti, mozeme tento objav odvodit na zaklade

Cavalieriho principu.

Karta €7 je spojenim geometrie a kombinatoriky. Podobné

zadanie mézeme riesit pouzitim inych troch dielikov Tangramu.

Zaujimava méze byt aj cesta k hladaniu odpovede, kolko takychto

trojic existuje? Ulohu mézeme riesit ako dihodoby triedny projekt. Na

néstenku si pripravime nasledujicu tabulku a do nej si znacime, kolko %
réznych n-uholnikov sa nam podarilo Zlozi. Sucastou zapisaného

riesenia by mal byt aj vykres s konkrétnymi nacrtmi, ktory sluzi nielen .“. ‘.
ako kontrola, ale aj ako inspiracia pre tvorbu riesitelskych stratégii

oS Bﬂh‘

>xzm—‘wo<xv Zadanie
oeooe

STANGRANI

Obrazok 4

e
[ande

.

Obrézok(5

Uvodné oboznamenie sa sme smerovali ha objavenie vztahu medzi inverznymi

operaciami v aritmetike a algebre 3 -3 =0, a: a =1, a zdpisom pohybu v Stvorcovej sieti

pomocou Sipok M, (nezmenena poloha). Tento novy poznatok nam velmi ulahdil
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dohovor, ¢o budeme pri riedeni uloh povaZovat za najkratSiu cestu.

M WX KE ot

Inym objavom bolo zaznamenanie komutativnosti pri pohybe. Ak vychadzam
z rovnakého poli¢ka a aplikujem napriklad pohyb J -, pridem na rovnaké poli¢ko v sieti,
ako ak by sme isli v zmenenom poradi - . Tuto novu skusenost sme nasledne aplikovali
pri rieSeni mnohych kombinatorickych uloh.

Realizovanie prezentovanych zadani s vyuzitim konkrétnych pomécok nas presvedcilo
o potrebe riesit podobné ulohy aj vo vyssich roénikoch ZS a na SS. Zapéajali sa aj Ziaci, ktori
sa bezne rieSeniu uloh skoér vyhybaju. Niektorych dokonca predkladané zadania natolko
inSpirovali, Ze mali potrebu sa k svojim rieSeniam vratit' aj po vyu€ovani a nasledne ich
nasledujuce dni konzultovat' :)
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PODPORA DOVODENIA U ZIAKOV VO VEKU 11-12 ROKOV

PETER VANKUS

ABSTRAKT. V ramci naSej pracovnej dielne sme prezentovali ramec zachytavajuci
spbsoby dévodenia Ziakov v rie§eni matematickych Gloh. Nasledne sme tento ramec ilustrovali
na vybranych ulohach zo slovenskych a ¢eskych uéebnic. Tieto sme spolocne s uéastnikmi
pracovnej dielne analyzovali z hladiska uvedeného ramca a tieZ z hladiska ich pouZivania na
hodine matematiky.

Uvod

Pocas rieSenia projektu MaTeK (Enhancement of research excellence in Mathematics
Teacher Knowledge) na Oddeleni didaktiky matematiky FMFI UK v Bratislave bol
v medzinarodnej spolupraci vytvoreny ramec, ktory kategorizuje matematické ulohy
z hladiska spb6sobov dbvodenia zZiakov (Sevinc et al., 2022). Tento ramec v struénosti
zobrazuje Tabulka 1.

Sposoby dovodenia Kratka charakteristika
1) Odvolanie sa na autoritu Nulové dbvodenie
2) Jednoducha (1 krokova) dedukcia Pouzivanie jedného predpokladu
3) Matematizacia Prevod do matematického kontextu
4) D6vodenie analégiou Pouzitie analogickych pripadov
5) D6vodenie empirickymi Zovseobecnenie na zaklade
argumentmi/Specifickymi pripadmi Specifickych pripadov
6) Tvorba zaverov/dévodenie na zaklade Zavery vyvodené deduktivne z
deduktivneho uvazovania danych informacii

Tabulka 1: Ramec sp6sobov dévodenie

Uvedeny ramec sme poc€as pracovnej dielne vyuzili pri analyze uloh zameranych na
dévodenie a argumentaciu vo vybranych slovenskych a Ceskych ucebniciach (Novotna et
al., 1996; Sedivy et al., 1997; Sedivy et al., 2000). Konkrétne sa jednalo o ulohy z oblasti
geometrie.

Predstavenie vybranych dloh
Velka &ast nasej pracovnej dielne pozostavala z prace s vybranymi tlohami. Ugastnici
spolupracovali v ramci skupin 2—3 ¢lenov, pri€om dostali nasledovné pracovné inStrukcie:

1. VyrieSte predstavenu ulohu.
2. Zamerajte sa na spOsoby argumentacie, ktoré by pouzivali Ziaci resp. na ktoré
by ste ich nasmerovali ako ucitelia.
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3. Ako by ste odporucili pracovat s danou ulohou v triede s dérazom na podporu
argumentacie Ziakov.

Po kaZdej analyzovanej ulohe skupinky prezentovali svoje vystupy, pri€om sme o nich
podnetne diskutovali. V nasledujucej Casti ¢lanku uvedieme konkrétne ulohy, na ktorych
sme pracovali. Jednalo sa o podnetné ulohy, preto ich zadania stoja za pozornost. Pri
ulohach 1 az 5 uvadzame tiez ukazkové rieSenia uvedené v zodpovedajucich ucebniciach.
Tie sme prezentovali v ramci diskusie aj u€astnikom pracovnej dielne.

Uloha 1 (Novotna et al., 1996, s. 52). Pomocou papierového obrisku ukazte, Ze §tvorec
ma Styri osi a je sumerny podla kaZdej z nich.

Ukazkové rieSenie: RozlozZte papierovy obrusok na podlozke (baliaci papier, noviny
a pod.) Ceruzkou vyznacte na podlozke vrcholy Stvorca, ktory predstavuje obrisok. Obrusok
potom prevracajte tak, aby sa vrcholy kryli s bodmi oznaenymi na podlozke. Presvedcte
sa, Ze to dosiahnete Styrmi spdsobmi. Vyznaéte priamky, pozdiZ ktorych v jednotlivych
pripadoch obrusok prevraciame. Nazyvame ich osi sumernosti Stvorca.

Uloha 2 (Novotna et al., 1996, s. 103).

Nakreslite uhol KVL, ktory je menS$i ako pravy uhol. Oznacte M, N dva vnutorné body
#£ KVL. Oznacte R, S dva vonkajSie body z KVL (Obrazok 1).

a) Zostrojte usecku MN. Viete najst' na nej bod, ktory je vnutornym bodom £ KVL?
b) Zostrojte usecku RS. Viete najst’ na nej bod, ktory je vnitornym bodom z KVL?

c¢) Vyberte dva vonkajSie body # KVL tak, aby Ciara, ktora ich spéaja, neobsahovala
vnutorny bod z KVL.

Obrazok 1

Ukazkové rieSenie: Nahradte usecku RS kusom dreva a posuvajte ho po obrazku tak,
aby okraje dreva vZdy predstavovali vonkajsie body # KVL.

Uloha 3 (Novotna et al., 1996, s. 160).

Pomocou kockovych blokov drevenej stavebnice postavte kvader podla obrézka
(Obrazok 2). Urcte jeho objem.

Obrazok 2
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Ukazkové rieSenie: Kvader obsahuje 8 &ervenych kociek, rovnaky pocet zelenych
a Zltych kociek. Je to 3 x 8 =24 kociek. Ak kocku povaZujeme za jednotkovu mierku,
povieme: Objem kvadra na obrazku je 24 jednotkovych kociek.

ZruénejSie deti nebudu podcitat kocky po jednej, ale vSimnu si, Ze na prednom okraji
kvadra su 4 kocky, na pravom okraji 2 kocky a na zvislej hrane 3 kocky. To dava
4 x 2 x 3 = 24 kociek. Dostaneme rovnaky vysledok ako v prvom rieseni.

Zaver: Objem kvadra sa rovna suginu poétu kociek umiestnenych pozdiz troch hran
kvéadra, ktoré maju spolo¢ny vrchol. Tento postup plati pre vypocet objemu kazdého kvadra.

Uloha 4 (Novotné et al, 1996, s. 147). Steny chatky, ktord Ajnstanovci stavaju
v zahrade, budu z tehal s rozmermi 25 cm x 25 cm x 10 cm. Sirka steny bude 10 cm.

Kry$pin dostal za ulohu vypoditat pribliznt spotrebu tehal.

Otec mu povedal, Ze nemusi pocitat s medzerami na maltu ani sa zaoberat rohmi
chatky. Aj tak musia mat’ trochu viac tehal.

Vieme, Ze zaklad chatky je Stvorec so stranou 4 m, vySka stien bude 2,5 m. Kryspin tiez
zistil, Ze dvere budu mat’ Sirku 1 m a vysku 2 m a obe okna budu Stvorcové s dlZzkou strany
75cm.

Ukazkové rieSenie: Plany stien KrySpin nakreslil na Stvorcovy papier tak, aby jednotlivé
Stvorce predstavovali tehly (Obrazok 3). Spocital Stvorce na planoch vsetkych stien
a povedal otcovi, kofko tehal treba kupit'.

pfedni sténa zadni sténa

prava sténa

Obrazok 3
Dal$ie tlohy boli uvedené podas pracovnej dielne bez riegeni.

Uloha 5 ((Sedivy et al., 1997, s. 61).
Mame 27 kockovych blokov stavebnice. MéZeme z nich postavit stavbu v tvare kocky?

Uloha 6 (Sedivy et al., 2000, s. 62). (Pozn. Tu sa jednalo o Glohu pre star$ich Ziakov.
Zaradili sme ju kvoli zaujimavej forme zadania.)

Na obrazku je nacrt domu. Juraj a Misko riesili domacu tlohu s udajmi vyznaéenymi na
obrazku. Mali vypocitat’ Sirku domu. Ich rieSenia znazorriuje Obrazok 4. Vysvetlite, preco
dosiahli rozdielne vysledky. Ktory z nich riesil problém nespravne a aku chybu urobil?
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Jurajove riesenie Miskove riesenie

42=45+32
s2=42-32
s2=7
=42+ 42 s =V7
x2=32 s =2,65
x =32 25 =530 25s=53m
x =5,66 =57 x=57Tm

Obrazok 4
Uloha 7 (Sedivy et al., 1997, p. 120).

Trojuholnik som rozdelila jednou useCkou tak, aby na obrazku boli 3 trojuholniky
(Obréazok 5).

Je moZné rozdelit trojuholnik dvoma tseckami tak, aby na obrazku bolo 3, 4, 5, 6 alebo
8 trojuholnikov? Pre kaZzdu mozZnost’ nakreslite obrazok.

Obrazok 5

Zaver

Ugastnici pracovnej diele na prezentovanych tlohach podas diskusie dokumentovali
moznosti rozvoja dbvodenia a argumentacie Ziakov. Praca v skupinach bola velmi
produktivha a diskusia priniesla mnoZstvo napadov ako v ulohach argumentovat
rozmanitymi cestami, vyuzZivajuc rbézne spdsoby dovodenia podla prezentovaného
teoretického ramca (Sevinc et al., 2022). Na zaver sme sprostredkovali u¢astnikom niektoré
zistenia analyzy ucebnic uskuto€nenej v ramci projektu MaTeK (Michal et al., 2022). Pri tejto
analyze autori zistili, Ze najviac uloh na dévodenie a argumentéciu je v uebniciach v ramci
tém z geometrie. Pozitivnym trendom je vyskyt manipulativnych geometrickych uloh
v danych ucebniciach.

NaSim buducim cielom je okrem iného vytvarat materidly s manipulativnymi tlohami
resp. hrami zameranymi na rozvoj dévodenia a argumentacie v oblasti pravdepodobnosti
a Statistiky, pretoze uvedeny vyskum (Michal et al., 2022) ukazuje ich nedostatok v tychto
témach.

Grantova podpora

Clanok bol podporeny z projektu H2020-WIDESPREAD-2018-2020: Enhancement of
research excellence in Mathematics Teacher Knowledge, €. 951822 (MaTeK).
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,KRATENIE ZLOMKOV*, KTORE NECHCETE U SVOJICH ZIAKOV VIDIET

MICHAELA VARGOVA

ABSTRAKT. Kratenie zlomku oznacluje operaciu, pri ktorej Citatel aj menovatel delime
rovnakym, nenulovym c¢islom. Napriek jednoduchosti uvedenej operacie sa v pripade
niektorych Ziakov stretdvame s viacerymi ,kreativnej$imi“ postupmi. Existuje vSak viacero
zlomkov, v pripade ktorych aj nekorektné ,kratenie” vedie k spravnemu vysledku. V prispevku
poukazeme na skutoc¢nost, Ze najdenie viacerych zlomkov s uvedenou vlastnostou a pripadné
zov8eobecnenie situacie poskytuje pre Ziakov prilezitost na skumanie, nevyZadujice
vedomosti nad ramec stredo$kolskej matematiky.

Uvod
Zlomok g ma zaujimavu vlastnost, ak v Citateli aj menovateli Skrtneme Ccislicu 6,

dostaneme i teda uvedeny zlomok v zakladnom tvare. Neviedlo by takéto ,kratenie zlomku*
— teda Skrtnutie rovnakych Cislic v Citateli aj menovateli zlomku, k spravnemu vysledku aj
v pripade inych zlomkov? Obmedzme najskoér nase skimanie na zlomky, ktorych Citatel aj
menovatel je dvojciferné Cislo. Hlradame teda také zlomky, pre ktoré plati

%uf, a,b,cell,...,9. (1)

C C

Hl'adame zlomky s uvedenou viastnostou
Rovnost (1) mézeme pomocou rozvinutého zapisu v desiatkovej sustave zapisat'v tvare

10al0b _a
10h0c ¢
pripadne po Uprave
9ac1b(10a —c). (2)

Vidime, Ze lava strana rovnosti (2) je delitelna €islom 9, takze Cislom 9 musi byt delitelna aj
prava strana tejto rovnosti. PretoZze bell,...,9 , hodnoty, ktoré méze nadobldat b za
predpokladu, Zze prava strana rovnosti (2) je delitelna ¢islom 9, ur€ime jednoducho.

Uvazujme najskor pripad, ked &islica » nie je delitelna deviatimi, t.j. [9;5[[11. Potom
musi byt &islom 9 delitelny druhy z &initelov pravej strany rovnosti (2), teda 9|10a—c.
Pretoze 10a—c [19a 1l a—cl, je zrejmé, ze 9|a—c. Kedze a,cell,..,9, tak 9|a—c
iba za predpokladu, ze a—c 10, tj. allc. Dosadenim a []¢ napr. do rovnosti (1) zistime,
Ze musi platit a (15 [lc. Cize ak [9;b[ 111, v hfadani zlomkov so stanovenou vlastnostou
sme velmi nepokroCili, kedZe sme ziskali iba trividlny pripad.
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Tentokrat uvazujme pripad, ked [9;b[[19, Cize 19 . Potom rovnost (2) moézeme
zjednodusit na tvar ac110a—c, odkial je zrejmé, Zze al|c . Ak al|c, tak rovnost

ac110a —c mOézeme upravit napr. na tvar 100 ¢ [ E, odkial dostdvame dve moznosti
a

pre hodnoty €islic a, ¢, ato a1, ¢J5 alebo a4, c¢[J8.

Pripadne mézZeme postupovat aj tak, Ze rovnost ac(J10a—c¢ upravime na tvar
"a1[110—¢[ 1710 . Uvazenim hodnét jednotlivych &initelov poslednej rovnosti opéat
dospejeme k zaveru, ze a1, c[15 alebo a4, c[]8.

Cize predpoklad [9;h[]719 v rovnosti (2) vedie k identifikacii dvoch zlomkov, ktoré spifiaju
nami definované ,kratenie zlomkov®, a to Q 0 l; Q 0 l
98 2 95 5
Uvazme este posledni moznost hodnoty [9;b[, kde bell,...,9, ktorou je [ 9;b[ [ 13.
V takom pripade b [13 alebo 6 6.
Nech najskér b [13. Potom rovnost (2) ma tvar 9ac [13[10a —c[ ] resp. 3ac [110a —c.

Pri uréovani hodnét, ktoré mozu nadobudat’ zvysné Cislice a a ¢ mdéZzeme vyuzit' skutoénost,
Ze Cislo 3 deli favu stranu poslednej rovnosti, teda musi delit aj jej pravu stranu

10a—c[19allla—cl , &ize musi platit, e 3|a—c; kde a,cell,..,9 . Modifikaciu

uvedeného postupu predstavuje Uprava rovnosti 3ac [J10a —c do ,vhodnejSieho tvaru®,
napr.

[3a 11110 -3¢[1110. 3)
Potom ak 3aJ1(110 a sucasne 10—3c 1, tak g []3,¢[13.V takom pripade opat
ziskavame iba trivialny pripad zlomku, ktory hfadame.
Pre zvy3né mozné hodnoty &initelov favej strany rovnosti (3) (t.j. [3a 1115 A10-3¢c12[;
[3a1102 A10-3¢ [15]) nenadobudaju a a ¢ celogiselné hodnoty.

Napokon zostava najst mozné hodnoty &islic a, ¢ za predpokladu, ze b [16. Analogicky
ako v predchadzajucom pripade méZeme rovnost (2) upravit na tvar 3ac [12[10a—c[,
odkial vyplyva, Zze 3|10a—c, ateda 3|a—c.

Pripadne moézeme rovnost 3ac [12[10a—c[ upravit na tvar [3a[12[120—3c[ 1140

a zvazit celoCiselné moznosti rozkladu €&isla 40 na sucin. K netrividlnym rieSeniam vedu dve
moznosti ([3a 125 A20-3¢c 183 3al12[18 A20—3c[15).

Hodnota b (16 vedie k dvom zlomkom stanovenej vlastnosti, a to g O 1. E O 2

4" 65 5
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Uvedenym postupom sme zistili, Ze existuju iba Styri zlomky s dvojcifernym citatefom aj
menovatelom, pri ktorych nami uvedené nekorektné ,kratenie zlomkov* vedie k spravnemu

vysledku. Tymito zlomkami su ﬁﬂl QDl E]l; §ﬂ%
98 2 95 5 64 4 65 5

Mozné zovseobecnenie

Neviedol by k spravnemu vysledku stanoveny spésob ,kratenia zlomkov* aj v pripade
zlomkov s viaccifernym ¢itatefom a menovateflom? Bude napriklad platit

n—krat

——
g l % l %ul 199..9 Dl? O platnosti uvedenej hypotézy sa moézeme
95 5 995 5 9995 5 99..95 5

n—krat
velmi rychlo presvedcit' napriklad naznadenym spdsobom, pri ktorom vyuZivame vztah pre
sucéet prvych n &lenov geometrickej postupnosti s kvocientom 10, t.j.

n—krat n 10’1 -1
199.9 110" 7910 0.09-10° MO a0t 2a0-1 1
n 1 0 no_ . n_ . n )
92;”95 9-10"1...19-10"5-10° o 0 10" =1 o 10-10"=5 5[2.10"~1] 5

K naznagenému zov8eobecneniu mdzeme pristupit aj v pripade zvySnych zo Styroch

n—krat 1 n — n—krat 2 n M

N ) 166...6 5[5'10 “20 1 2%6.6 §D4'10 -1l
najdenych zlomkov, napriklad O 1 (=, 5 0o=.
Tt Jlbao 2l G el 0

Zaver

Naznaceny spbésob hladania zlomkov so stanovenou vlastnostou méze pre Ziakov
predstavovat prileZitost ku skimaniu, pricom si vystacia s vedomostami, nepresahujucimi
obsah stredoskolského uciva. V ramci argumentacie mézu vyuzZit svoje vedomosti
z delitefnosti i upravy algebraickych vyrazov, pripadne si méZzu navrhnut vlastny spdsob
nekorektného ,kratenia zlomkov* €i inej algebraickej manipulacie so zlomkami a hladat
zlomky, ktoré maju stanovenu vlastnost.
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MATEMATIKA VEERA A DNES, ALEBO VYUCOVANIE MATEMATIKY NA
STREDNYCH ODBORNYCH SKOLACH NETECHNICKEHO TYPU

ZUZANA VAZNA, LENKA NAHLIKOVA

Clanok pojednéva o procese vyuéby matematiky na strednych $koléch. Kazda ludska
¢innost, ktort ¢lovek vykonava s istym zamerom, uc¢elom a cielom, uzko suvisi s prirodzenou
potrebou hodnotenia. Vychovu a vzdelavanie chapeme ako jednu z [udskych ¢&innosti
smerujicu k vopred stanovenému cielu, preto musime hladat adekvatne postupy, stratégie,
techniky a prostriedky na zistenie stavu dosiahnutia tohto ciela. Hodnotenie patri medzi
dblezitu zlozku prace ucitela v triede.

Uvod

Ucitelia matematiky vynakladaju snahu svoju vyuébu koncipovat tak, aby sa u Ziakov
rozvijalo konceptualne porozumenie, schopnost argumentovat a kriticky mysliet. Pre
prileZitost rozvoja uvedenych Ziackych kompetencii aplikuju aj rézne priklady. Matematické
vzdelavanie v odbornom Skolstve popri funkcii vSeobecného vzdelania plni aj v
jednotlivych odboroch pripravnu funkciu pre odbornu zlozku vzdelavania i uplatnenie v
praxi. Tento vzdelavaci program je aj pre skupinu odborov 64 Ekonomika a organizacia,
obchod a sluzby.

Zameranie skoly

Stredna odborna skola kadernictva a vizazistky, Svatoplukova 2, v Bratislave, pripravuje
a vychovava diev€ata aj chlapcov pre zaujimavé profesie podla novych Skolskych
vzdelavacich programov, a to pre 4- ro¢ny Studijny odbor kozmetik, 4-roény Studijny odbor
kadernik — vizaZista, 3-rocny u¢ebny odbor kadernik, manikér- pedikér, barbier, umelecky
parochniar a maskér, taktiez ponuka 2-ro¢né nadstavbové Studium v odboroch vlasova
kozmetika a starostlivost o ruky a nohy a 2-roéné pomaturitné kvalifikacné Studium kozmetik
a kadernik-vizaZista.

Cielom matematiky na strednych Skolach je komplexne rozvijat osobnost ziaka.
Proces vzdelania smeruje k tomu, aby Ziaci vedeli:

[l pouzivat matematiku vo svojom buducom Zivote,
[1 Ccitat s porozumenim suvislé texty obsahujuce Cisla, zavislosti a vztahy a
nesuvislé texty obsahujuce tabulky, grafy a diagramy, pracovat s navodmi.

Este v Skolskom roku 2006/2007 bola tyzdenna hodinova dotacia pre Studijné odbory
4,3,2,2, pre uCebné odbory 2,2,1 a pre nadstavbové studium 2, 2 hodiny tyZzdenne, plus
cviCenia z matematiky. Prave Studijné odbory a nadstavboveé Studium mali moznost na
vyber aj maturitu z matematiky, jazyka alebo chémie. Ustna skuska pozostavala z 25 tém.

Od 1.09.2008 zavedenim Skolského vzdelavacieho programu Studijné odbory mali
model 2,1,1,1. UEebné odbory mali model 1,1 a Nadstavbové studium 2,2 hodiny za tyZderi.
Od skolského roka 2013/2014 Studijné odbory presli na model 1,1,1,1.

Ziaci uéebného odboru st na $kolu prijati iba formou zapisu podla vysledkov, ktoré
dosiahli v 9. roéniku na zakladnej Skole. Do u¢ebného odboru prichadzaju Ziaci hlavne kvéli
odboru s moZnostou po skoncéeni tretieho ro¢nika zaverecnou skuSkou pokraCovat
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v nadstavbovom $tudiu. Ziaci $tudijnych odborov su prijati na $tudium na zaklade vysledkov
zo zakladnych 8kél a prijimacich skusok z matematiky a slovenského jazyka a literatury.

Zhodnotenie riesSeni z prijimacich pohovorov do studijného odboru

V prilohe €. 1 je ukdzZka testu z prijimacich pohovorov

1. 'V prvej ulohe, kde rieSili jednoduchu linearnu rovnicu niektori Ziaci urobili chybu
hned na zaciatku pri roznasobovani a tym padom nedosiahli poZadovany vysledok.
DalSou chybou boli znamienka. V&&Sina Ziakov nevedela spravne dosadit za
premennu x a urobit’ skusku spravnosti.

2.V druhej ulohe si vaésina Ziakov pomylila obsah so stranou Stvorca. Tu bolo vidno,
Ze ulohy nedcitaju s porozumenim a neuvedomili si, Ze je zadany obsah.

3. PririeSeni tretej ulohy si niektory Ziaci neuvedomili pojem rézne dvojice, pismena
sa neopakuiju.

4. Tuto Ulohu vacsina zvladla, no nasli sa zZiaci, ktori zle odcitali z grafu.

5. PririeSeni tejto ulohy najCastejSie chyby boli hlavne v znamienkach a v zlomkoch.
Bolo vidno Ze Ziaci neovladaju pojem zlomok, zakladné upravy.

6. Vo ulohe niektori ziaci namiesto pocitania prepony podcitali odvesnu, nevedeli
spravne umocnit a tym padom nedosiahli pozadovany vysledok.

7. Zadanu ulohu vacsina zZiakov nezvladla, ¢o znamena, Ze si nepamatali pravidla pre
pocitanie s uhlami.

8. V ulohe ¢islo 8 bol najvaésim problémom pre Ziakov urcit’ interval, Ziaci nemali
spravne precvitené rieSenie nerovnic a teda nevedeli ani spravne vyriesit’ Ulohu.

9. Tuto ulohu vaésina zvladla, no nasli sa aj Ziaci, ktorym robia neovladaju pojmy

,Zlomok rozsirit* alebo ,zlomok vykratit*.

10. Tuto ulohu vadsina zvladla, no nasli sa ziaci, ktori uvadzali podstavu v tvare
obdiznika. ISlo predovsetkym o Ziakov s poruchami ucenia.

Pri opravovani prijimacich skiuSok sme mali mozZnost' prist k zaveru, Ze Ziaci, ktori
prichadzaju Studovat odbory zamerané na starostlivost o fudské telo, nemaju zaujem
o matematiku a neprevlada zaujem v napredovani a nadobudani novych znalosti v oblasti
matematiky ako vyuC€ovacieho predmetu. Bolo mozné pozorovat, Ze Ziaci niektoré ulohy
rieSili podla nau€enych postupov a nie na zaklade logickej uvahy, a tym padom nebolo
mozné, aby dosiahli pozadované vysledky. TaktiezZ mnohi uchadzaci neovladali zakladny
aparat napriklad na vypocet zlomkov, ini si neprecitali zadanie s porozumenim a taktiez
prevladali numerické chyby vo vypoctoch.

Vzdelavaci obsah predmetu matematika na SOS

Vzdelavaci obsah predmetu v $tudijnych odboroch SOS (v ugebnych odboroch je
vynechany celok Logika, doévodenie, dokazy) je rozdeleny do piatich (do Styroch)
tematickych celkov:

Cisla, premennd a poétové vykony s éislami
Vztahy, funkcie, tabulky, diagramy
Geometria a meranie

I B

Kombinatorika, pravdepodobnost, Statistika
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[l Logika, dévodenie, dékazy

Vacsina Ziakov prichadza do ucebnych odborov zo zakladnych $kél s vefmi slabymi
vysledkami a preto je snahou na hodinach pristupovat ku kazdému individualne. Ulohy
v uéebnych odboroch prispdsobujeme tak, aby najslabsi Ziak ovladal rieSit samostatne
niektoré ulohy. Na hodinach je vacSina ziakov pasivna, nepytaju sa, iba odpisuju (ak
odpisuju) z tabule.

V Studijnych odboroch sa takisto snazime na hodindch matematiky pri jednohodinovej
dotacii pracovat’ so Ziakmi tak, aby predpisané ucivo zvladli o najlepSie, nakolko vaésina
Ziakov prichadza zo zakladnych $kél s priemernymi vysledkami. Samozrejme najdu sa aj
velmi Sikovni Ziaci, ktorym sa snazime davat aj tazSie priklady ako poc€itame na hodinach.
Na hodinach Ziakom vysvetfujeme postup rieSeni jednotlivych uloh, prikladov. Niektori sa
aktivne zapajaju, snazia sa pytat na postup. Ulohy vyberame tak, aby pre Ziakov boli aj
prinosom pre ich profesiu. Pri rieSeni slovnych uloh vyberame uUlohy so zameranim na
finan€énd matematiku. Pri tematickom celku geometria a meranie sa snazime vyberat' Glohy
z realneho Zivota, hlavne pri telesach.

Priklad z praxe: Kolko kusov obkladaciek s rozmerom 10cm krat 20cm potrebujeme na
uplné obloZenie steny v kadernickom saléne, ak stena, ktoru ideme obkladat' ma tvar Stvorca
a vyska miestnosti je 3m ?

Vypocet:
Ss — povrch steny; So — povrch obkladacky; P - pocet kusov obkladaciek
a=3m; b=10cm;c=20cm

Ss=a.a=a Ss=3m.3m=9m? Ss=90 000 cm?
So=b.c So = 10cm . 20cm = 200cm?
P=S::So P =90 000cm? : 200cm? = 450

Odpoved: Na oblozenie steny v kadernickom salone potrebujeme 450 kusov
obkladaciek.

Formativne hodnotenie

Minuly Skolsky rok bol v niektorych triedach robeny experiment v rdmci zaverecnej prace
roz8irujuceho Studia ato konkrétne v tematickych celkoch linearne rovnice, nerovnice,
kvadratické rovnice a nerovnice, pri ktorom bolo aplikované formativne hodnotenie. Ziakom
velmi pomahala pri napredovani spatna vazba, ktoru dostaval kazdy ziak bud pisomne
alebo slovne. Prave po spatnej vazbe presne vedeli kde robia chyby a maju dalej
napredovat. So Ziakmi som robila v rdmci experimentu aj rovesnicke hodnotenie. U&elom
rovesnickeho hodnotenia bolo ukazat' Ziakom, ¢o vedia, ¢o dokdZu, kam smeruju a ako sa
tam dostat. Na druhej strane, vyzvy, ktoré Ziaci dostanu od svojich rovesnikov si vedia
dokladnejsie osvoijit, stotoznit sa s nimi, a teda sa viac snhaZia ich postupom ¢€asu i naplinit.
Pri rovesnickom uéeni sa mézu Ziaci u€it od seba navzgjom, preto sa €oraz viac vyuziva
v praxi. Ziaci lepsie prijimali hodnotenie od skupiny spoluZiakov ako od vyudujuceho a
ocefiuju aj hodnotenie hovorené ich jazykom.

Miskoncepcie v matematike mézu vzniknat z réznych doévodov, vratane nespravneho
porozumenia konceptov, chybajucej informovanosti, nespravnych predpokladov alebo zlych
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interpretacii matematickych vzorcov. Tu su niektoré Casté miskoncepcie v matematike a
spbsoby, ako im predchadzat a opravit’ ich:
1. Zlé porozumenie algebraickych vyrazov: Niektori ziaci mézu mat problémy s
porozumenim algebraickych vyrazov, o vedie k zlej interpretécii rovnic a nerovnic.
Délezité je venovat pozornost symbolom a ich vyznamu.

2. Chybné porozumenie zlomkov: Mnohi Zziaci maju problémy s pochopenim
zlomkov, najméa ked ide o ich nasobenie, delenie, alebo porovnavanie. Preto je
délezité presne pochopit, ako s nimi pracovat.

3. Zamienanie umernosti a linearnej zavislosti: Niektori ziaci m6zu mat problémy s
rozlidenim medzi umernostou a linearnou zavislostou. Je dbleZité vediet, kedy ide
o jednoduchu umernost a kedy ide o linearnu zavislost.

V prilohe &.2 je ukazka pisomnej prace, kde vidiet chyby pri Gprave rovnice. Ziak robil
numerické chyby pri roznasobovani zatvoriek. Po napisani testu Ziak dostal spatnu vazbu,
kde robil chyby, aby nasledne mohol napredovat spravnym postupom a daval si prave pozor
na numerické chyby.

Niektoré ZiaCky boli v rieSeni rovnic a nerovnic neuspesné. Dédvodom boli uz problémy
s porozumenim viacerych konceptov uiva matematiky zo zakladnej skoly. S cielom
podporit porozumenie pojmu neznamej sme volili metédu vizualnej reprezentacie (v prilohe
€.3 je ukazka ziackej prace).

Uvazujme napriklad jednoduchu rovnicu x + 4 = 9. Skor ako prejdeme k zlozitejSim
rovniciam, je vhodné poznamenat, Ze mame k dispozicii konkrétnu reprezentaciu, ktora
mé&ze podporit’ rieSenie rovnic — Zetdny

> 0000

Teraz je na rade otazka: "Za kolko jednotkovych zetonov musime zamenit’ ZIty (,x-ovy*)
Zeton, aby Zetony v oboch riadkoch predstavovali rovnaku hodnotu (aby sa hodnota v oboch
riadkoch rovnala)? Potom mbézeme proces rieSenia modelovat nasledovne: Styri
Jednotkové Zetdny“ z horného riadku mozno ,sparovat so Styrmi jednotkovymi Zetonmi v
dolnom riadku a tie potom zahodit’ (je to podobné kroku "odcitanie Cisla 4 z oboch stran” pri
rieSeni rovnic). Takto zostane jeden zetdén x v jednom riadku a 5 jednotkovych Zeténov

v druhom riadku, ¢o znamena, ze x = 5

Zaver

Cielom prace bolo sledovat a podporovat postupny rozvoj Ziakov vo vztahu k danym
uloham a obsahom. Zamerali sme na zhromazdovanie informacii o tom, ako sa ziaci ucia,
¢i u€ivu porozumeli a &i sa potrebuju v danej téme eSte zlepsit. Formativne hodnotenie je
dynamické a ako pedagdégom, tak i Ziakom dovoluje reagovat na aktualny stav u€enia a
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ucebné potreby. Prave pri uzatvarani znamok bol zaznamenany viditelny pokrok , kedZe sa

vacésina Ziakov zlepsila v hodnoteni v porovnani s prvym polrokom.
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Priloha ¢.1: Ukazka prikladov z prijimacich pohovorov

1. VyrieSte rovnicu a urobte skusku spravnosti: 6x —24 =3.(x —4)
2. O kolko dm je dlhSia strana vacésieho Stvorca ak viete ich obsah?

100dm? 8100cm?

3. Mame 6 pismen — AB,C,D,E,F. Kolko réznych dvojic mézete vytvorit,

pismena neopakuju?

4. Do 8koly chodi 400 Ziakov.
Vypocitajte kolko Ziakov
chodi do $koly vlakom.

vlakom
40%

5. Vypoéitajte a zlomok uvedte na zakladny tvar:

a) (=6).(-5)-3%(-2)°= b) (2-1):(3-12)=

4 2 4

ak sa

B peso
Dautobusom
DOvlakom

Opeso + vlak

6. Vypocitajte preponu pravouhlého trojuholnika ak odvesny meraju 3cm a 4cm.
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a)

a)

10.

a)

Urcéte velkost uhla ¢ na obrazku.

a) 15° b) 25° c) 30° d) 45°

Vyberte spravne tvrdenie o nerovnici 3x = 12

XE (-4 > b) xXE (—0w; —4> ) x €E(4 o) d) x €< 4 o)
Namiesto hviezdi¢ky doplrite Cislo tak, aby platila rovnost’g = E

4 b) 12 c) 7 d) 3

Kocka ma podstavu v tvare:

Stvorca b ) lichobeznika c) obdiznika d) kosostvorca
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Priloha ¢.2 - ukazka Ziackej prace
Aoa) 3 (y-1)+1=2x-1
5X ’(7 4 4 =g \/[)

& = 7 X 1%64 -1 et P ct ?;
Ix = #C %f/‘ A

¥ 5-1) -5 (x )6 (52-4) 02

Nle 7002 //f

6x —3 5X+4§*@’1A83

A
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Priloha ¢.3 - ukazka Ziackej prace
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